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GLI EDITORI 



U opo aver dato in luce con plauso dì tutti i più in* 
telligenti Mattematici gli EUementi di Geometria del 
celebre Le^Gendre tradotti con la possibile accuratez* 
za in italiano; non sipotea certo da noi proseguir me- 
glio à presentar il corso dello studio delle Mattematl- 
che 5 quanto in pubblicar come facciamo gli Elemen- 
ti di Algebra del Sig. Dott. Paoli^ superiore ad ogni 
elògio che potessimo fame y se pur la sua modestia ci 
permettesse di farlo. 

Il plauso con cui venne accolta la prima edizio- 
ne di essiy quantunque riuscita disgraziatamente scor- 
retta; le ricerche continue, che si fanno della non ele- 
gante edizione di Torino ; e la stima sopra tutto che 
professiamo al celebre Autore ci ha fa4:to risolvere a 
pubblicar la presente sotto gli occhi dclV Autore stes-^ 
soy accoppiando in essa^ per quanto è stato possibile ^ 
oltre una scrupolosa correzzione ^ V economìa necessa- 
ria per un libro di scuola alla nitidezza ^ esattezza ^ e 
perfezìorie tipografica . Ognuno che vi ponga V occhio 
potrà agevolmente convincersi dì quanto sia essa su-- 
periore a tutti i libri di algebra che si sono pubblicar 
ti y e si pubblicano aitualmente in Italia . 
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Né meno certo ci abbisognava per corrispondere 
in qualche modo alle gentilezze delV Autore ^ che non 
solo si è voluto prestare alle nostre premure accuden* 
do alV edizione ; non solo ci ha offerto dei notabili 
cambiamenti^ rischiaramenti, ed aliante nel corso 
dèi due Volumi già pubblicati ; ma si è voluto occu^ 
pare ancora della composizione d'un intiero terzo Fb- 
lume^ che vedrà ora per la prima volta la luce. Con-- 
terrà questi una più ojnpia esposizione di alcune mar 
terìe nei precedenti Volumi trattate; altre nuovamerir 
te esponendone , ed in specie V eccellente rigorosa mar 
niera di presentile iprincipj del Calcolo Differenziar 
le immaginata dal sommo geometra La-Grange^ ser^ 
vira di supplemento agli cdtri due ; e porrà i giovani 
sulla strada delle più import antij^fffrche analitiche 
in questi ultimi tempi intn 

Speriamo dunque ehé^a gioventù specialmente, 
la quale in Italia si è fwolta da poco in qua in gran 
numero allo studio delle Matt ematiche, ci saprà buon 
grado delle nostre cure; come degli attestati non equi-- 
vóci di gradimento hanno superate di gran lunga 
sempre le nostre speranze in ogni intrapresa tipogrw^ 
fica, che ha veduto la luce da questi torchi. 



PREFAZIONE 



DELL* AUTOB^E 



JP ra tutti quelli, che in Italia si danno allo studio delU Ma^ 
tematiche, se qualche genio sublime si eccettua, il quale cori 
la forza del suo spirito abbia trionfato di tutti gli ostacoli, « 
nasi posto a livello de' Geometri oltramontani , pochi altri si 
contano, che giungano alla mediocrità. Né cìò*si deve ripete^* 
re dalla mancanza degli ingegni, che abbondano in Italia, co* 
me per tutf altrove, ma dal mal inteso metodo d* insegnare le 
Matematiche: poiché quivi non si pongono nelle mani dé'gio" 
vani che Elementi molto leggieri, i quali compariscono facili , 
perchè sono inesatti , e non trattano , in ciascun ramo della 
Scienza, che di qualche caso particolare . // primo inconve* 
niente che ne nasce, è quello, che i giovani si avvezzano a 
contentarsi di Una tal quale evidenza; giacché una dimostra^ 
zione rigorosa non pud ottenersi, che quando la cosa si eonsi-' 
dera in tutta la sUa generalità . Inoltre, è certo che munopuò 
rendersi abile, se non leggendo le Opere de' gran Geometri, i 
quali suppongono net lettore la scienza portata a quel grado, 
in cui si trova, allorché scrivono . Ora chi non ha trovato negli 
Elementi , che quelle cognizioni soltanto che si avevano un se» 
colo addietro , al primo leggere de' libri degHEnler ^ de* d* Alemr 
heity dei de la Grange si abbatte in difficoltà insuperabili. Di 
qui il più delle volte succede, che o abbandona affatto tintrn^ 
presa carriera , o si contenta di rimanere nella ristretta sfera 
delle cognizioni più elementari , passando la vita d'elemento 
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in elemento^ ed in ciò fare talvolta è confortato dalla imperi-» 

sia de^ Maestri , i quali non essendo in stato di toglierli quel-» 

le difficoltà^ che essi pure incontrano, gli consigliano ad aste* 

nérsi da certe ricerche , che con simulato, ma prudente disprez* 

£0 caratterizzano come intralciate ed inutili . Qualche volta 

però persistono neW incominciato camino , e vanno qua e la 

cercando di riempier le lacune , che trovano nelle loro cognizio^ 

ni; ed in ciò fare senza alcuna regola perdono molto tempo, 

onde appena riesce loro d* intendere alcuni de* libri magistrali , 

non che di contribuire con le loro proprie ricerche all' avanza-* 

mento della Scienza. Nella complicazione , cui è giunta VAU 

gebra,si rende necessario un metodo, il quale il più prèsto che 

è possibile, avuto riguardo alla capacità de' giovani , li ponga 

in grado di leggere senza inciampo i libri de Geometri del 

prim* ordine. Un tal metodo appunto è quello, che io mi son 

proposto di delincete in questi Elementi; e perciò ho procurato 

di toglier di mezzo le ricerche inutili o inesatte, o particola^ 

ri ; ed in ciascun ramo della Scienza ho tentato di porre i gio^ 

vani sulla strada de' metodi più generali e più accurati, che 

di presente si conoscono . In qualche parte ho potuto trattar la 

materia in tutta V estensione relativamente alle cognizioni , che 

finora abbiamo: le altre formano una introduzione alle Opere 

grandi; e qui ho procurato di porre in chiara luce ì principi , e 

togliere quelle difficoltà^ che nella lettura delle medesime si so* 

gliono incontrare. Il tutto poi mi sono studiato di dimostrare 

con esattezza, e col massimo rigore; non appoggiando rriai la 

prova alla felice riuscita ne* casi particolari , ma deducendola 

a priori dalla natura della cosa. Su questo punto mi pare di 

aver supplito a molte mancanze , che si trovano nella maggior 

parte de' libri , specialmente elementari , i quali invero nulla 

doi^rebbero contenere, che non fosse evidentemente certo . Giu" 

dicheranno i Geometri, se io sia riuscito felicemente nel piano, 

che mi sono proposto : ma in qualunque modo il mio libro potrà 

essere utile ad altri per farne un migliore. Mi resta solo ad av* 



VII 

v^rtìre, che non ho mancato di citare gli Autori delle scoperte 
più grandi j e di quelle specialmente ^ che al nostro secolo np-- 
partengono: ma sarei stato troppo lungo ^ se anche nelle mino-^ 
ri ricerche avessi dato a ciascuno quanto gli è dovuto . Cia» 
scuno adunque potrà riconoscervi il suo ^ che io non intendo 
usurparmi ^contento y se qualche piccola parte ne rimane anche 
a me o nella esposizione de* metodi^ o nella invenzione » ' 
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I^i cliìamii quantità o grandeautù. tutto ciò éìké è iuscettibile di 
accresciniefito o di diminu2ioiìe y tatto ciò di cui si può asse- 
ignare o concepire il doppio o la metà , il tripl^ o la terza par- 
te , ec. Cesi il tempo ) il peso , i numeri , le linee sono quantità, 
perchè si può concepire che il tempo» il peso, ì numeri » le li- 
nee vadano continuamente crescendo secondo qualunque rap- 
porto^ Non così le qualità morali, come sarebbe l'attenzione/ 
la diligenza, sono quantità, perchè quantunque ti sia un'at-* 
tenzione e una diligenza maggiore di un'altra, non si può però 
concepire che una sia doppia dell'altra, e in generale non si 
possono né assegnare né concepire i gradi del loro accrescimen- 
to o diminuzione, E chiaro ohe yi sono molte diverse specie di 
quantità , e da esse hanno origine le diverse parti ddle Maten^a- 
tiche, le quali gì aggirano nella contemplazione di una specie 
particolare di grandezze. Le Matematiche in generale formano 
la Scienza delle quantità, o sia la Scienza che insegna a misu- 
rarle . 

L'unico mezzo di misurare una quantità qualunque è quel* 
lo di riguardiare come cognita e fissa un'altra quantità della 
medesima specie , e di determinare il rapporto di quella a que- 
Tom* I. » i 
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sta . Così se vogliainp wfurarQ ì V tftmpi} , Hi|>ponghiamo cogni- 
to un dato tempo , cbme taxebbe.uVofa^ td osserviamo quante 
ore son contenute nel lempo che vogliamo determinare . Così 

f»ure se dovremo determinare upa distanza, ci serviremo di una 
unghezza cognita » ed a quella pafagpierémp la dìéPta^za da mi- 
surarsi . Ili generale conviene per ogni sorte di quantità fissarne 
una della medesima specia^ laifpiftlae«aiiva.di misura o di unità ^ 
6 determinare il rapporto che ha con questa unità la quantità , 
di cui si cerca la n^ism^i. In tal gursa possianio paragonar tra 
loro le quantità di diversa specie, come sarebbe lo spazio per- 
corso da un oorpoch^:$i. muove, ^ H:tjenipp impi^g^to a percor- 
rerlo; perchè noi non paragoniamo. propriamente che due nu- 
meri , ì quali esprimono il rapporto del tempo all'unità di tem« 
po^ e quello deUo ^paiìdialfudàtàl di:8|»aaiOi. / • 

Siccome adunque tutte le quantità si riducono a numeri, 
è evidente che il fondamento di tutte le Matematiche deve con- 
sistere in un trattato completo della Scienza de' numeri, e del- 
le diverse maniere di computarli. Questa parte importante del- 
le Matematiche, a cui tutte le altre sono appoggiate, si chianuL 
Algebra o Analisi, [la* Algehrti pertanto ha per oggetto di consi- 
derare i numeùv^bè rapf^reseatano le quantità,, senza aver r.i-- 
guftvdo alle diverse speoie. di quantità, che essi rappresentano. 
Appaortiencralle akre pfarti delle Matemfiticliye il considerare que- 
ste diverse stpecìie . < • 

. La iSoìensi^ ìM yero<de*nuinexi>sft auole ooimun^m^nte chia- 
mare ^/tf merita; Ola questa non si estettde chf ad alcuni meto- 
di di cfilcelare, i qualii vìengono a bi;sogno .nella. vita civile, men?* 
tre F Ailg|ebra:abbraxx:ia tutto ciò che può av<ér luogp nella dot- 
triaa de' numeri, onde ai stuoie anche- chiamare Aritmetica Um^ 
^»er5a/e. L'Aritmetica si serve per denotare i numeri delle cifre 
arabe, e l' Algebra oltre le cifre* arabe adopra. «ncora le lettere 
dell' Alfabeto^ e in ciò eohsiste una.^ nm dHlerenza tra Tuna e 
l'altra di queste scienze . Poiché siccome le letÉ^ce non signifi- 
eano un n-umero particolare, ma esprimono qualunque, nume*^ 
TO,^le soluzioni de' problemi, che si ottengono con l'Algebra, so- 
no generali e comprendono tutti i casi , laddove l'Aritmetica tìo« 
considera ebeuiii cajso pajtìcolare, e per ogni »ijnile*caso con- 
vien che faccia uu nuovo calcolo . Sia proposto per esempio di 
ttovas due nunneri, .la somma de' quali sia 5-, e la ddffereaza 3 • 
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L' Aritmetica risolverà questo problema particolare ; ma . se la 
somma o la differenza de'numerì cercati sarà diversa, converrà 
che faccia un nuovo calcolo a£Patto simile al primo. L'Algebra 
all'opposto rende prima generale questo problema, ponendo le 
lettere a e b per la somma e la differenza de' due numeri cerca-, 
ti, ed il di lei calcola una volta fatt^ serve per tutti i casi ; poi*s 
che per un caso particolare qualunque ^ non occorre fare altro 
che sostituire nella soluzione generale alle lettere aeb ì nutne« 
ri corrispondenti a questo caso . Inoltre &tta una operazione 
sulle cifre numeriche non rimane più alcun segno di 'questa 
operazione: ma le lettere conservan sempre la traccia delle ope* 
razioni , onde poi sì ricavano de' metodi che insegnano ad otte* 
ner l'intento con operazì<5ni più, semplici di quelle, ohe porta 
la regola generale. Questo vantaggio è cosi grande^ che 1' Alge* 
bra si rende per mezzo di esso capace di operazioni moltiplici 
, ed inirìgatissime , alle quali lion è in alcun mode permesso di 
giungere alla comune Aritmetica . 

CAPITOLO IL 

' . -■ . ■ • ' ■ 

JDeJlif jprime operazioni dtll* Algebra ^ . 

iccome neir Aritmetica per rapporto alle cifre numeriebc, ic»>tà 
nell'Algebra per rapporto alle lettere si fa là somma ^ la éottra^ 
%ion6y\9k moltiplicazione j e là divisione * La somma si fa posto 
tra le quantità il segno «4^; cosi a-^ significa che la quantità a 
è aggiunta alla quatltifà by e si pronunzia a più b. Così a visit e 
▼ttol dire ohe le quantità b e e sono l' una e 1* altra aggiunte ai» 
la quantità a. Quando le lettere da sommar»! sono »fmiH, come 
•e ad a si dovesse aggiungere a, è chiaro che invece di a-Mi si 
può scrivere aa. Co^ puxe za-k^apzìa , ia^J^arz^m , eó . y il se* 
gno =: denotando eguaglianza . 

I numeri, che precedono le lettere, si chiamano i loro coef' 
fidenti. Cosi nella quantità M il numero 3 è il coefficiente di i, 
come pure nella quantità ^a^^ i nùmeri a e 4 «ino respetti- 
vamente i coefficienti di a e di 4. Una lettera senza coefficien?- 
te, »' intende sempre che abbia per eoeffi»iieate l'uniti; codi 
i^s=a, e l'unità sempre si txalaseia'. » ' 
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3. 

La sottrazione si fa posto tra le due quantità il segno -*-^ . 
Così a— £ significa che b è sottratta da , e si pronunzia a mena 
hi cosi pure a^^i-^/ vuol dire, che dalla somma delle quantità 
«( e e si deve sottrarre la quantità d. Riguardo alle quantità si^ 
mili è chiaro che a— a=o , cioè zero, aa-wi±:ia=:a, 5^— -2a=:3a^ 
o sia nella sottrazione delle quantità simili si deve prendere la 
differenza dei coefficienti . Se dalla quantità 3a si dovrà sottrar* 
te ^a che è maggiore di quella, la sottrazione si farà togliendo 
3a da 70, e ponendo il segno — avanti il residuo 4^, Infatti se 
éa h-^òa io devo sottrarre 70 , e scrivo b-^a lasciando da par<« 
te 3a, io ho sottratto troppo, e il di più è contenuto nelle 
80 che devo aggiungere a o ; quindi da b non devo sottrarre 
na^ ma 70— 3a^i(fa, e perciò la giusta sottrazione mi darà 
ì-f-3a— 7a=::i-— 4^, e quindi sarà òa^^iazir^^^ » Le quantità che 
hanno avanti il segno -4-, si chiamig[io/i05i7xVe^ quelle che han* 
no il segno —, si dicono negofiVe. Le quantità negative si devo- 
no prendere in un. senso affatto opposto a quello , in cui si pren- 
dono le positive: coiiìrse le quantità positive rappresentano cre- 
diti , le negative indicheranno debiti ; se le prime «sprimono gli 
spazj percorsi verso una data parte, le seconde esprìmeranno 
spazj percorsi verso una parte a quella direttamente opposta; e 
così sempre. 

Due cose devono qui notarsi: i.^ se una quantità non ha 
avanti di se alcun segno, vi si deve intendere il segno -4-, che 
^elle prime lettere si suol sempre omettere, poiché invece di 
H-a-4-i si scrìve a^j^bi 2»^ nelle somme e'sottrazioni non si deve 
«vere alcun riguardo ali* ordine delle lettere , poiché lo stesso 
significa a-t-& , e 6h^ ; e così pure hanno lo stesso valore Tespres- 
sioni a— ^ , e ■■ b \ a • Siccome però siamo avvezzi all' ordine 
deir alfabeto, torna conto, per quanto si può, di mantenere 
quest'ordine. 

4. ■ 

La moltiplicazione delie quantità 0, i si fa ponendo in 
mezzo ad esse il segno Xj o un punto, o piìre unendole insie- 
me; cioè le ioxmvAe ayjk ^ a .b , rihanno Tist^so valore,, ed 
indicano la moltiplicazione di a per J. Così .pure F espressioni 
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abe, ahcd significano la moltiplicazione delle tre quantità a , 
&, Cy o delle quattro a,by e ^d . Se vi saranno coefficienti nu- 
merici , questi si moltiplicheranno tra di loro per le comuni re* 
gole dell' Aritmetica , ed il prodotto si porrà avanti alle lettere . 
rer esempio, siccome 3 moltiplicato però dà iS, la molti plica- 
zionè delle quantità 3a, bb ci darà iSoi. Siccome nell' Aritme- 
tica r^osì nell'Algebra quelle quantità, che si moltiplicano tra 
loro si chiamano /<i^/ori^ e ciò, che risulta dalla moltiplicazio- 
ne, prodotto. Qui di nuovo conviene avvertire, che l'ordine 
delle lettere non produce alcuna mutazione nel prodòtto: ciò è 
evidente quando le lettere son due, ma è egualmente vero qua- 
lunque sia il numero delle lettere. Infiettti siccome £c=:c&, sarà 
moltiplicando per a, abcnuicbizdfcasicba, ove invece di bea si 
può anche scrivere bac^ e invece di cba si può scrivere cab. Po* 
'tendosi adunque permutare il prodotto di tre lettere in tutti i 
snodi possibili , si abbia adesso il prodotto di quattro lettere 
nbcdy cioè ayjbcdy ove le tje lettere b^Cyd si possotio in qua- 
lunque modo permutare, per ciò che abbiamo detto, rimanen* 
do prima la a. ^a siccome abzdba, il medesimo prodotto si può 
anche scrivere così bacd , e rimanecMlo prima la b le altre posso- 
no comunque permutarsi ; e cosi pure scrivendo il medesimo 
prodòtto nelle maniere cabd, dabc, e ragionandolo simìl guisa 
vedremo che il prodotto di quattro lettere ha sempre il medesi- 
mo valore, in qualunque ordine queste si sprivano, e l'istessa 
proprietà hanno i pFodotti di «cinque o più lettere • 

Quelle quantità si dicono semplici o monomie, che non so- 
no'in alcun modo divìse dai segni*-H o -^i complesse o polinomie 
quelle, che son composte di molte parti tra loro disgiunte dai 
segni P+. e ^-. Cosi la quantità òa^bc'^d'^iabc è un polino« 
mìo, e le parti monomie Sa, 5£c, 6</, ìahc si chiamano i di lei 
termini. Più particolarmente una quantità si dice binomio^ se 
.è composta di due termini, trinomio se di tré, quadrinomio^ se 
di quattro, ec« . . • 

5. 

La divisione essendo una operazione affatto contraria alla 
moltiplicazione, Tuna distrugge quello che ha fatto Taltra: cosi 
la quantità a prima moltiplicata per &, e poi divisa per b rima- 
la medesima . Quindi se una quantità monomia ai , o abc si 
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sì deve dividere per a, la divisione si fò,rà , se nel dividendo ni , 
o aie si cancellerà il divisore a;, in ihodo che ab divìsa per a sìa 
eguale & b, ed aaa divisa pe/oa sìa eguale ad a. Il resultato 
della divisione sì chiama quoto o quoziente . Se il dividendo e il 
divisore avranno de* coefficienti numerici, si farà la divisione di 
questi con le regole solite. Cosi iSab divisa per^3a ci darà i). 
quoziente Sb . La divisione alcune volte si esprime col segno : 
posto tra le due quatuità c.osì ai b^ ma più spesso nel modo se* 

guente-7-, le quali due forme indicano la divisione di a per'^. 

6. 

Finora abbiamo parlato delle quantità n^onomie » passiamo 
adesso alle polìnomie. £ primiefamente la somma delle quan» 
tità complesse si fa come quella delle semplici unendo le quan* 
tità col segno -4*9 e riducendo poi i termini simili. Si debbano 
sommare le quantità Sa-^aio-pSc, za^Ctt^Ct la loro somma 
sarà Sa-f-a^C"— Sc-4-aa^c-4-7C 9 o riducendo 5a-f^c-«-ac, Per far 
più facilmente la somma, le quantità da sommarsi si scrivono 
una sotto Tal tra, ponendo ciascun termine sotto il suo simile; 
e poi la somma si eseguisce gradatamente dalla sinistra alla de* 
stra y come negli esempi seguenti » 

EsEJMPIO I. 

Si debbano sommare le quantità Sa^k^ib^^c , iki«-5i«4-6c-i-^; 
io le dispongo nel modo. seguente: 

5a-4-3A— 4^ 

Poi siccome So-f-aa fa 7a, scrivo in primo luogo .74 nella 
somma, similmente poncò ^ai, peicchè ilh^MfsZi^aA , -f-ac per* 
che — J^-^-Sczziic , e fintu mente -4-acf, i quali termini formano 
la somma cercata. 

E s E M P I o IL 

Si debbano sommare le quantità J^a^SbC'^'^d^^x , 
3a-4-4cé/--^-*<6«;^ • Io l<^lpongo odme;S£^gue: 



t)' ALGEBRA P. I. 7 

AhhmÉì6 veduto ehe pet sottrane i dA a fA scrive a — b , 
cioè sì muta il' segno alla quMtità ch^ deve sottrarsi. Per mo- 
strare che lo stesso ha* luogo anche'per le quantità complesse, 
supponghiamo che da a si debba togliere la quantità i---c; io 
dico che questa sottrazione si fiurà mutati i segni aUa quantità 
h*^*^, in modo che diventi -^Hff«, e poi presa la somma , che 
sarà a — ^i-i-c . Poiché se sottraggo ^ da a scrivendo A— A , io ho 
sottratta troppo , petchè la quantità da sottiTarsi non è b , ma 
4-^c minoté di i, e quel di più che ho sottratto è zza. Convicn 
dunque che aggiunga quello che ho tolto di fìU , cioè o , e per- 
ciò il cercato re«idtio è i}*^m-c. Quindi se iiczo, la quantità 
negativa — <? si sottrarrà da a scrivendo C'^^^. 

Cò»ì pure si ve^drà, che dovendo da a sottrarre il trinomio 
£»— c-W, ciò otterremo scrivendo a— i-t*c— rf, isutando cioè i se- 
gni di h^^'¥éy e soynmando p<M con a. Onde in generale si può 
stabilire, che per sottrarre da una quantità; un polinomio qua- 
lùnque convfeif mutare a questo i segni ^ e poi sommarlo con 
la prQ{>osta quantità. Venghiasno adesso agli esempj. 

Esempio I. v 

Dalla quantità Ba-^2Bc'^SmnX'^ si debba sottrarre 
5U^--2tó€;---/mta?-t-arf--^ • Mutati i segni della seconda quantità es- 
sa diventerà -^2%|s^^2ÌCH«mna?-^2^-i-^ ; adesso si sommi con la pri* 
ma come segue 

SéM-fàbC'^imnÒM' d 

" -^ Il «ili I ■! » Il ■ 

aH-4^c-— 2/7mx-— d'^ 

E S EMPIO II. 

Dalla quanti t t gift i jt r fó o^-^^ agu^y si debbano insieme sottrar- 
re le due quantità 3a— 4^-- Scflf— a j^ , a^bc'^^a>^%cd^^six . 
Si faccia come segue. 



* ■ * ■ * 
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8. 

I 

Passiamo alla moltiplicazione delle quantità complesse: e 
in primo luogo se si dovrà moltiplicare la quantità o-i-i per e, 
è chiaro che il prodotto sarà ac«h^c • Infatti sejgue dalla natura 
della moltiplicazione 9 che, se due numeri devono tra loro mol-* 
tiplìcai^si , avremo il medesimo prodotto se moltiplicheremo su- 
bito quei numeri tra loro, o se dividendo il primo in due parti 
moltiplicheremo ciascuna parte pel secondo, e poi prenderemo 
la somma de* prodotti. 

' Ma se si dovrà moltiplicare per e la quantità a— i, il pro- 
dotto sarà ac^c. Poiché se moltiplico la quantità a per e scri- 
vendo ac y ho moltiplicata e per una quantità maggiore del giù* 
sto, giacché non la devo moltiplicare per a ma per a — b, e il 
di più è il prodotto di b per e; convien perciò che sottragga 
questo prodotto di b per e , e quindi il vero prodotto sarà aC'^c. 
In altra maniera si può dimostrare, che una quantità positiva 
e moltiplicata per una negativa -«£ dà un prodotto negati vo . Si 
debba moltiplicare^-^ per e, e siccome h~i è zero, anche il 
prodotto sarà zero : acciò questo succeda , conviene che £— & 
moltiplicata' per e ci dia bc^c , cioè che il .prodotto della quaup 
tità negativa — ^ nella positiva e sia negativo. 

Se poi una quantità negativa si moltiplicherà per una ne- 
gativa, il prodotto sarà positivo . Infatti se si moltiplica o-tA , o 
sia zero, per — £, il prodotto dev'essere necessariamente zero: 
Ora, siccome aX-*^=— ^> convien che sia —aX—^^^^» perchè 
il prodotto divenga — «i-f-ai; altrimenti questo prodotto non 
sarebbe zzo . Ne segue che a— ^ moltiplicata per «»— e dà per pro- 
dotto — oc-t-Ac. 

Dopo queste riflessioni su' segni ^ la. moltiplicazione delle^ 
quatitità complesse non ha più alcuna difficoltà • Si debbano per 
esempio moltiplicar^ le quantità o-^i; e— </: incomincio dal 
moltiplicare a—A per e ed ho ao-ic; poi moltiplico la medesi- 
ma a — b per — J, e ne risulta "-^ad^^d ; quindi il qercato prò- 
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dotto sÀrà ac-^C'^'ad^d • Aggiungerò per eserciauo alcuni 
esempj . 

Esempio I. 

Si debbano moltiplicare tra loro le quantità ao-hoÌ — Se, 
«— 3&-f-2c • Si faccia la moltiplicazione come segue 

a— 3J -4-2C 

2aa-K5a&— Òac 

— 6a4 —iS^^ pie 

-«-4ac -4- 1 oAc— 6cc 



In primo luogo moltiplico per a tutti i termini aa-f-5i— Se, 
e scrivo il prodotto aaa-i-5€ii*-3ac . La medesima quantità molr 
tiplico per — 3A, e scrivo il prodotto --6ai— iSii-f-gJc come so- 
pra ponendo ciascun termine sotto il suo simile. Finalmente 
moltiplico per ac, e scritto il prodotto 4^c-f-ioAc— 6cc come so- 
pra, prendo la somma di questi parziali prod.otti, ed ho il pro- 
dotto cercato aaa— oi-i-tìc— iSW-f-ipic— 6cc. 

Esempio II. 

Per moltiplicare le quantità 2^m-3ì-4-4^, 3a— 2Ì— 6x si 
faccia come segue 

2A -4-3Ì -4- 4^ 

ia —ai — 6x 

baor'k-gab'^'ifiax 

— 4ai — 6ii— %bx 

— 1 2.ax — 1 8iar— a4^ J7 



6aa-fr-5ai — 6ii— aóij:— a4^:r 

La moltiplicazione delle quantità complesse alcune volte 
non si eseguisce, ma si accenna soltanto : ciò^uol farsi in varie 
maniere* Se le ^quantità 'ao-nSi — e, 4^-*5i si troveranno scritte 
ne' seguenti modi , (aa-i-3i — e) (4«— 5i) , (aa-»-3i — e) . (4^ — Si) , 

(aa-H3i — e) X (4«— 5*) > aa-H3i— e . 40— Si , ao-i-ói — e X 4«-rSi, si 
dovrà intendere, che queste quantità devono tra loro moltipli- 
carsi. Così pure la ^formula (a-i-i) (oH-ai) (a-»-3i) indica la mol- 
tiplicazione delle quantità' OH-i, o-nai, a-4-3i, la quale si espri* 
Tom. I. . ■ a 
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tne ancora così ; o-f-i . a-4-2& . a-^ób^ oppure a-^X^^'^SbbXo^Sb . 

9- 

Venghiamo alla divisione delle quantità complesse , e in 
rimo luogo osserviamo che per riguardo ai segni regnano nel- 
a divisione le medesime regole, che nella moltiplicazione: cioè 
una quantità positiva divisa per una positiva dà un quoziente 
positivo ^ una positiva divisa per una negativa o una negativa 
divisa *per una positiva il quoto negativo, finalmente una nega- 
tiva divisa per una negativa il quoziente positivo. La ragione 
di ciò chiara apparirà, se si rifletta alla relazione che hanno tra 
loro la moltiplicazione e la divisione . Ora essendo queste due 
operazioni tra loro contrarie in modo, che l'una distrugge quel- 
lo che ha fatto l' altra , è evidente che in ogni divisione il quo- 
ziente moltiplicato pel divisore deve restituire il dividendo . Po« 
sto questo la quantità negativa —ai divisa per la positiva a da<* 
rà il quoziente negativo ---& , perchè questo quoziente moltipli<» 
oàto per a deve restituire il dividendo negativo —ai. Così pure 
ab divisa per -r-a ci darà per quoziente — ^ , perchè — iX— ^'^^^ 5 
e — ab divisa per —a avrà per quoziente i, perchè b' X«"^ z r .'^ a b. 
Adunque per riguardo ai segni le medesime regole hanno luogo 
nella moltiplicazione e nella divisione ; cioè segni simili danno 
resultati positivi , segni contrarj resultati negativi • 

Passiamo dunque alla divisione delle quantità complesse, 
e sia proposto di dividere la quantità aa-^s,ab^b per a-»-i. La 
questione si riduce a trovare una quantità tale , che moltiplica- 
ta per a-4-i ci dia per prodotto atu^fLob^bi nell'esempio se* 
guente insegneremo il modo di trovare questa quantità . 

Esempio I. 

Divisore Dividendo ^ Quoziente 

a-hi ) aor^^ab^b ( a-i-i 

aa-4- ab 

ab-^b 
ah'^-bb 



o 

Primieramente si scriva alla sinistra del dividendo il divi- 
sore a-f^; poi si diyid4 il primo termine ao, del dividendo pel 
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primo termine a del divisore , e il quoziente a si scriva alla de- 
stra del dividendo . Questo quoziente a adesso si moltiplichi pel 
divisore, ed il prodotto aa«4-ai si sottragga dal dividendo, e si 
avrà per residuo ab^b. Di nuovo il primo termine ah del re- 
siduo si divida pel primo termine a del divisóre, ed il quozien* 
te b si scriva come sopra; questo quoziente b si moltiplichi pel 
divisore, ed il prodotto ab^b si sottragga dal residuo, e sicco- 
me rimane zero, l'operazione è terminata^ ed il quoziente cer- 
cato è a-¥Ì\ perchè, come abbiamo veduto nell' operazione, que- 
sta quantità a-f-& moltiplicata nel divisore diventa eguale al di- 
videndo. In questo modo deve sempre procedere l'operazione^ 
finché non giunga ad un residuo =o . Acciò per altro essa rie- 
sca più facilmente, conviene ordinare il dividendo ed il diviso- 
re per la medesima lettera, cioè disporli in modo, che il primo 
termine contenga quella lettera il più delle volte , e gli altri la 
contengano gradatamente meno. Cosi nell' esempio precedente 
il dividendo era ordinato per la lettera a , perchè il primo ter- 
mine conteneva a due volte , il secondo una , il terzo nessuna . 

Esempio II. 

Si debba dividere aa-^b per a-t-i ♦ 

a-4-i ) aa-^b ( a— i 
aa^Mib 



o 
Esempio III. 

Sta proposto di dividere ioab'^iJ^C'^J^a^iibC'^bb^j2ca 
per 3&-i-2a-i-4c^. Ordino prima queste quantità per -la lettera «, 
con che esse diventano 4^a-f-ioaÌH-i4AC-f-i76c-+*6£i^ii&cc , 
'^0-4-5^-1-4^ ; poi faccio la divisione , come segue 

j2a-4-3&-f-4^) 4^^w- 1 ooi-f- 1 44C-4- 1 7Ìc-K6W-f- 1 2,cc (aa-f-2&-i-3c 

4^a-f- àab-^ 8ac 

4ai&-i- òac-^i^bc-^ óbb-^i^cc 
4aA -I, 8bc^ 6bb 

óac-^ gbc'^i2cc 
* ' 6ac-*- 9&C-I-I2CC 
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Alcune volte succede, che una quantità iion si può divide 
re esattamente per un'altra: così la quantità aa-%-fó non si pu 
dividere per a-f-<fr, poiché se facciamo l'operazione come segue 



a-4^ ) aa^b ( a — b 
aa^hab 

— ah-^ bb 
bb 



!Lbb 



giungeremo al resìduo ùibh^ il quale non si può più dividere per 
a . In questi casi la divisione soltanto si accenna in questa gui- 
sa rt 1*^ qual quantità, siccome ogni altra simile, in cui il 

dividendo non può esattamente dividersi pel divisore, si chia- 
ma /raisione^ e il divìdendo numeratore, il divisore denominato^ 
re della frazione, ambedue poi considerati insieme sì chiamano 
i termini della frazione. La divisione si accenna anche ne' modi 

seguenti, {aà-^b) : (flH-A), o pure ao-H&À : a-f-& , i quali equi- 
valgono all'altro 7—, cioè esprimono la divisione di aoH-éi 

per a-^ . 

a. Ili». aa-^hb . -, ^hb 
i osservi che la trazione -— e zzo— oh- r, come n- 

sulta dall'operazione precedente. Cosi pure si rifletta, che co- 
me nella divisione esatta il quoziente moltiplicato nel divisore 
è eguale al dividendo; così quando la divisione non succede 
esattamente, il quoziente moltiplicato nel divisore insieme col 
residuo è eguale al dividendo . Nell'esempio precedente «— 4^ è il 
quoziente, 2tbb il residuo, e quindi (a— i)(a-fÌ)H-aifc=aa-f^i . 

Prima d'inoltrarci più innanzi fermiamoci un momento 
per osservare la connessione, che passa tra le principali opera- 
zioni dell' Algebra, delle quali abbiamo adesso parlato. Il pro- 
blélma più se^nplice , che si possa proporre sulle quantità è il 
seguente: date due quantità a e A trovarne un'altra e che equi- 
valga all'altre due prese insieme. La somma c'insegnerà a tro- 
vare questa quantità e in modo che sia a-fi=:c. Rimanendo 
sempre a^^Jjcrzc. supponghiamo adesso che siano date a e e, e 
cerchiamo i, o sia quella quantità che bisogna aggiungere ad a^. 
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perchè essa (divenga eguale a* e. Troveremo questa quantità i 
sottraendo a da e, in modo che sia bzzc^^, perchè se aggiun«- 
giamo a da una parte e dall' altra avremo 6-»-a=c— ^a-4*« cioè 
tz:c, come doveva essere. Ecco adunque T origine della sottra- 
zione, la quale viene a bisogno quando s' ih verte il problema 
che ha dato luogo alla somma . 

Se si dovranno sommare più quantità eguali tra loro , la 
somma riescirà una operazione assai lunga, se il numero delle 
quantità eguali sarà molto grande » e non potrà eseguirsi se que-* 
sto numero sarà indeterminato , come se si dovesse sommare un 
numero b di quantità eguali ad a. Ciò ha dato origine ad un 
altra operazione, cioè alla moltiplicazione, la quale c'insegna a 
trovare una quantità e che sia eguale ad un numero b di quan- 
tità eguali ad a. Si trova per mezzo di essa^czzai: ma se vorrè* 
mp adesso che siano conosciute e ed a, e cercheremo la quanti* 
tà b che moltiplicata per a ci dia il prodotto e, troveremo que« 

sta quantità b dividendo e per a , in modo che sarà ii^— , per- 
chè se moltiplichiamo da una parte e dall'altra per a, otterrei 
mo aie:—, cioè=c, come avevamo supposto. La divisione per- 

tanto ha la sua origine, allorché s' inverte quél problema, che 
ha dato luogo alla moltiplicazione. Appéna adunque si vuol co- 
minciare a calcolare le ijuàntìtà , si rendono subito necessarie le 
quattro principali operazioni, <;o8Ì dette, perchè da esse nasco- 
no tutte le diverse forme che possoh prendere le quantità come 
vedremo in appresso . 

CAPITOLO III. 

Delle Frazioni, 

IO. 

\;uando la divisione non si può fare esattamente, essa si, ac- 
cenna, e le quantità che ne nascono si chiamano frazioni. Cosi 

— — T— , tT, T' ^ tutte le altre quantità, nelle quali la 

divisione non si può attualmente eseguire, sono frazioni, ed 
esprimono la divisione del numeratore cioè della quantità supe- 
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ìtiore perii denominatore. Oi per la quantità inferiore. Quelle 
medesime operazioni si fanno sulle frazioni , che sull'altre quan- 
tità , cioè' la somma , la sottrazione, la moltiplicazione, e I4 di-* 
-visione. Ma prima. di trattar di queste, è necessario osservare 
alcune proprietà delle frazioni • 

Se i termini di una frazione qualunque -7- si moltiplicano 

' I 

ambedue per la medesima quantità e, la frazióne r-, che ne na- 
sce/ conserverà il ihedesimo valore -r-^ c^® aveva prima. Poi- 
ché se il solo numeratoreHsi moltiplicasse per e , la frazione — 

cioè il quoziente di a divisa per b risulterebbe e volte mag- 
giore, ma come si moltiplica per e anche il denominatore, il 
quoziente si ridurrà e volte minore, cioè rimarrà il medesimo 

di prima. Per render più sensibile che le due frazioni -r- ed -p 

sono eguali , si moltiplichi la seconda per bc^ene verrà oc, per* 
che la moltiplicazione per bc distrugge la divisione per bei ora 
si moltiplichi anche la prima per ic, o sìa prijma per b e poi 
peir e, e ne risulterà oc come sopra. Essendo dunque eguali i 
prodotti delle due frazioni per la medesima bcy anche le due 
frazioni devono essere eguali . Allorché i termini di una frazio* 
ne hanno qualche fattore comune , torna conto di toglier me* 
dìante la divisione questo fattore, perchè la frazione divenga 
più semplice. Questa operazione si chiama riduzióne àeWe fra- 
zioni ai minimi termini . Cosi , siccome i due termini della fra- 
zione — r — rr sono divisibili per a-H&, convien fare la divisione, 

dalla quale si ottiene la frazione -r-, che ha il medesimo valore 

di prima, pia espresso più semplicemente. Ma per ottenere la 
forma la più semplice, che possa prendere una frazione, sì deve 
cercare il massimo comun divisore del numeratore e del deno- 
minatore. Siano date adunque le due quantità A, By delle 
quali si voglia il massimo comun divisore: si divida A per B9 
ed il residuo sia G. Ora se A e B hanno un divisore comi^ne, 
avrà il medesimo divisore anche C; poiché (9) AdazBq^^ chia- 



( 

^ 
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•mando q il quoadente della divisione di A per i?, e se r è i^ì di- 
sor comune dì A e B, avremo — rs— * h — , e togliendo da una 

parte e dall'altra — ^ avremo — — -*=-^5 ma — -— * è- una 
* r r r r r r 

quantità intera^ dunque dovrà essere una quantità intera aiichè 
— , o sia C divisibile^ per r . Se adesso si divide B per C, e il re- 
siduo si chiama X) , di. nuovo Z> avrà quel medesimo divisore 
che hanno B e C, o siti A e'B. £ così continuate le divisioni , 
tatti i residui avranno quel medesimo divisore che cerchiamo. 
Onde se qualche divisione succede esattamente , o sia se qual- 
che residuo diventa =5p, in tal caso l'ultima quantità che ha 
8ei;vito di divisore sarà il massimo comun divisore delle quanti- 
tà ^ e J7, E se le quantità A e B non avranno alcun fattore 
comune, queir ultimo divisore sarà l'unità • 

Acciò l'operazione più facilmente succeda, conviene os- 
servare , che ninna mutazione si produce nel comun divisore 
delle quantità A e. By se una di esse sì moltìplica o si divide 
per una quantità» che non sia un fattore dell'altra. Onde nel 
far le divisioni sì possono rigettare quei fattori che moltiplicano 
solamente il dividendo o il divisore; inoltre il dividendo si può 
moltiplicare per qualunque quantità, purché questa non sia un 
fattore di&l divisore • • 

E s s M p I J, 

Si debba cercare il massimo comun divisore dei numeri 
36o, e 64» Si fkòcia la divisione continuamente come segue 

64) 36o (5 



■ 


40) 64 (I 

40 




rf»y . 


a4)4o 
±4 


(I 




,4 


a4(i 
16 




i 


8) i6 (2 
16 



4f 



^•^ 
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e il divìdere 8 che ci ha dato il residuo o ^ sarà il massinlo co* 
mun divisore dei numeri 36o , e 64 • 

E S E M ]^ I o IL 

Si debba trovare il massimo comun divisore delle quaotità 
aa-Ha& , ab^b. Siccome là prima ha il fatare a ehe non si tro- 
va nella seconda, e la seconda il fattore b che non ha la prima, 
rigetto questi fattori, e le quantità date diventano oh-^, a-f-A, 
le quali essendo le stesse, è chiaro che il massimo comun divi- 
sore cercato sarà a-+-^ • 

Esempio IIL 

Siano adesso proposte le quantità Saaa'^4^ab'^ahb'^t8bbi ^ 
^aa — i8ai-i-^ii, delle quali si voglia il massimo comun diviso^ 
re. La prima quantità adunque si deve divider per la seconda, 
ma poiché iaaa non si può dividere per Seta , moltiplichiamo la 
prima per 5 che non è fattore della seconda .Fatta questa moltipli^ 
cazione la prima quantità diventa 1 5aaa^^^oaab^^5abb^^obbb , 
la quale divisa per la seconda ci dà 3a per quoziente, e 
54aab'-^^2abb^^gùbbb , per residuo. Ora Sac^tSab-^bb si deve 
dividere per 34aai — ^aaii— 90MJ, o sia (tolto da questa il fattoi' 
re at che non è nella prima) per i^/ia— 36^^^ — ^4^^^ • -A-Cciò la di- 
visione riesca , si moltiplichi la prima quantità per 1 7 , il qual nu- 
mero non divide la seconda, ed avremo 85aa— 3o6aÌ-fii53Ai, la' 
quale divisa per 17^0 — 36aè— 4^** ^^^^ quoziente 5, ed il residua 
— I nóab-^il^bb , Siccome né — é né ia6 son fattori del prece- 
dente divisore, dividiamo questo Tesiduo per — ia6t, e divente- 
rà a— 3è, Dividiamo 17^10— 36ai—45iJ per a— 3i-, e siccome la 
divisione si fa esattamente, il massimo comun divisore cercata 
sarà fl— 3è . Ecco tutto il calcolo 

Saa'-^iSab'^gbb) iSaaor^fLoaab — é^^abb — gohbb (3a 

17 I Saaa— 54«<3si-f-a7fltii 

aè ) i^ab^^i^abb'^gcbbb 
S)85aa— 3o6aA-f-i53ii ^ ( iiaa — 36aA — 45fó 
85flfa — i8oai— aaSW 

— laóè)— ia6ai-K378tó 

a— 3^) I ^aa'^S6ab-^45bb{ 1 7a-Hi Sb 
170^— 5 ra^ 



1 5ab — ^5bb 
\Sàb — ^Sbb 



% 
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Date le due frazioni -r 9 "y ^ diverso denominatore , se 

O a 

moltiplichiamo i termini, della prima per dy e quei della secon- 

da per A, in modo che esse diventino tt» t^ ? il loro valore ri- 
^ ba od 

marra il medesimo. Di qui si vede, come due frazioni salvo il 
loro valore si possono ridurre alla medesima denominazione . Si 
moltiplichino i termini di ciascuna pel denominatore delP al- 
tra , e saranno così ridotte al medesimo denominatore . Se le 
frazioni saranno più di due, converrà moltiplicare i termini di 
ciascuna per tutti i denominatori delle altre. Così le tre frazio- 

i^i "T > 19 "7 ridotte al medesimo denominatore diventeranno 
o a j 

adf hcf òde r\ . > 1 

hHf ' TJf ' "hHf ' V^®***^ operazione serve per paragonare tra lo- 
ro le diverse frazioni: ridotte che siano alla medesima denomi- 
xiazione^ quella sarà maggiore, che avrà un maggior numera«- 
tore. 

Per passare adesso alle principali operazioni delle frazioni 
ti osservi , che per la natura della divisione la quantità ^**" 

A h ' 

equivale alle due quantità —, e — prese insieme . Quindi la 

e e 

somma di due frazioni di egual denominatore è una frazione 
che ha per numeratore la somma deM uè numeratori , e il me- 
desimo denominatore delle frazioni date. Similmente ess^do 

eguale alle due quantità — , e ^^ , si farà la sottrazione 

delle frazioni di egual denominatore dividendo la difiFerenza dei 
numeratori pelcomun denominatore. Ih conferma che le due 

quantità , ed —db— sono eguali, si rifletta che moltipli- 

cando ciascuna di esse per e ottenghiamo il medesimo prodotto 

Se le frazióni saranno di diverso denominatore, prima di 
Tom, I^ • 3 
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far la somma o la sottrazione converrà ridurle al medesimo de- 
nominatore . Le due frazioni "r > -7 > ridotte ad egual denomi- 
natore diventano ry 9 tj y e perciò la loro somma z=:—~^^ la 
differenza = — 7- — . Se si dovrà prender la somma o la difle* 
renza tra una quantità intera e ed una frazione -j- , la quantità 
intera si scriverà a guisa di frazione così — , e riducendola al de- 
nominatore h diventerà -^ ; e perciò la somma si esprimerà scri- 
vendo c-Hy , oppure -^^ : la differenza sarà e— ^ , o sia -^r^ - 

i3. 

Segue ancora dalla natura della divisione, che se una 
quantità a è moltiplicata prima per e, ed il prodotto diviso poi 
per i, noi otterremo il medesimo resultato, se divideremo pri- 
ma a per i, e poi moltiplicheremo il quoziente per e. Quindi 

•7- indica tanto a moltiplicata per' e e divìsa poi per b, quanto 

a divisa prima per b e poi moltiplicata per e, cioè la frazione 

-7- moltiplicata per e • Se dunque la frazione -r dovrà moltipli- 

UIC 

carsi per e, il prodotto sarà j-, moltiplicato cioè il numerato- 

re. per e. E chiaro similmente, che avremo il medesimo resul- 
tato, se divideremo a subito per ic, o se la divideremo prima 

per by e poi per e, cioè se divideremo la frazione --r f^^ e. Ne 



è 
i 

b *' he 



segue che la frazione -7- si divide per e scrivendo 7- > cioè mol- 



tiplicando il denominatore per e . Onde se la frazione 7- si do- 
vrà insieme moltiplicare per e e dividere per J, o sia se si do- 
vrà moltiplicare per la frazione -j > il "prodotto sarà -r-, 9 ove so- 
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no tra loro moltiplicati i lìiuner atori , ed i denominatori . Si ri-« 

leva ancora che le due quantità Tj> ®^ tX-j 80»o eguali dall' 

osservare, che la prima moltiplicata per bd ci dà il prodotto nc^ 
e la seconda moltiplicata per M, o sia prima per b e poi per d^ 
ohe è lo stesso y ci dà il medesimo prodotto tic. 

Se la frazione -r- si dovrà dividere per la frazione -r, si ro- 
vescerà la frazione -j in modo che divenga —, e poi fatta la 

nd 
moltiplicazione con la prima, il prodotto -r- sarà il quoziente 

cercato. Ciò è evidente, se si riflette che moltiplicato questo 

quoziente -7- per -^ ritorna la medesima quantità -r-, come pri* 

ma della divisione . 

CAPITOLO IV. 

Delle Potenze . 

jtxbbiamo veduto che a moltiplicata per a dà per prodotto aa ; 
aa moltiplicata per a dà per prodotto aoa, e cosi in infinito. 
Queste quantità a, àa, aaa, aa€ui, ec. si chiamano jt^o^en^se o 
potestà della quantità a, in modo che la prima potenza di a è a, 
la seconda aa, la terza aaa^ ec. , e la potenza si dice più alta 
quando è espressa per un maggior numero , e tale dicesi essere 
il sua grado, quale è il numero che la esprime. Sarebbe un 
grande incomodo T esprimere una potenza molto alta nel modo 
che abbiamo usato finora, unendo cioè tante lettere, quante 
8on necessarie per denotare quella potenza . Perciò gli Analisti 
hanno imaginata una espressione delle potenze molto più breve, 
ed hanno stabilito che per denotare una potenza qualunque di 
a si scrivesse solamente a con quel numero sovrapposto, che 
rappresenta il grado della potenza . Cosi la seconda potenza o 
il quadrato aa si scrive a^, la terza o sia il cubo aaà si scrive 
a', la quarta potenza o il quadrato '^quadrato a^, la quinta a*, 
la sesta a^, e cosi in seguito. I nùmeri posti sopra le lettere si 
chiamano esponenti^ e denotano ìX grado della potenza. 
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i5. 

La somma e la sottrazione delle potenze non hanno alcuna 
difficoltà, e si fanno nella medesima maniera che per le altre 
quantità, ma per la moltiplicazione e la dÌTÌsione vi sono alcu« 
ne regole che facilitano queste operazioni . Si debbano moltipli- 
care tra di loro le potenze a', a^ ; io dico che il prodotto sarà 
a^, ove l'esponente 7 è la somma degli esponenti 5 e 4: poiché 
a^zzaaa^ a^zzaaaa, e perciò a^^a^znaatuuiaaziia^ . Greneral- 

znente per avere il prodotto di a per a bisognerà scrivere , a 

prima m volte, poi n volte, cioè in tutto m-i-» volte, che equi- 

vale ad a . Pertanto due potenze della medesima quantità 
moltiplicate insieme danno un prodotto eguale ad una potenza» 
l'esponente ^ella quale è la somma degli esponenti delle poten- 
ze date . Cosi 

16. 

Una potenza divisa per un'altra dà per quoziente una po- 
tenza, che ha per esponente la differenza degli esponenti dati • 

Cosi a* divisa per a* dàjper quoziente a =a*, perchè 

TU 

— zz — n/rrn^ , é in generale — =:a , come pure 

^ ' — =:(a-f^) . Menta particolare attenzione il caso , m 

cui una potenza si divìde per una piii alta di lei : si debba 
per esempio dividere a» per a*, e per la regola precedente II 

quoziente sarà a ^ zza ; così pure 

— —azzoT^ y —=a =«"" , ec. Ma qual'è il valore di 
*».* a» ' ... 
queste potenze coli' esponente negativo? Si osservi in primo 
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luogo che utia potenza coli' esponente zero cioè a® è sempre 
eguale all'unita 9 qualunque sìa il valore di ay poiché 

a<^=a'""»=:— ; ma — è sempre =1 ; dunque a®=i* Adesso si 
divida a*' per a\ sarà — =:— =a<>"^» =;:a~' , cosi pure 

^^ ^ O Tt j. 

— =— =Mt ^la , cioè una potenza coli' esponente nega* 
a a 

tivo equivale all'unità divisa per la medesima potestà coli' espo- 
nente positivo. 

Ci si presenta adesso un nuovo problema , in cui si cerca 
ciò che far si debba per inalzare una quantità ad una data po- 
tenza. Primieramente se alla potenza m dovremo elevare la 

quantità semplice a, è chiaro che ciò otterremo scrivendo a . 
Similmente il prodotto di più lettere aie elevato alla potenza 

m sarà a h c^ . Ma se una potenza qualunque^ come a* , si 
dovrà inalzare ad un' altra potenza per.esempìo alla quarta , io 

dico che ciò si farà scrivendo a ^^ ma . Poiché a^'zzaaa^ ed 
aaa elevata alla quarta potenza diventa a\.a^*a^ ^o facendo le 

moltiplicazioni a^'^^'^'^na ^^ =m^ . Siccome il medesimo 
discorso ha luogo per qualunque altra potenza, è chiaro in ge- 
nerale che a inalzata alla potenza n è eguale ad a , cioè ad 
una potenza, che ha per .esponente il prodotto degli esponenti 
m ed n. Né segue, che la quantità a^S^c"^ inalzata alla quinta 

potenza è a^ ^b^^c^^, e generalmente a Jb .c*^ elevata al- 
la potenza r è zua^^. b^^ . c^^ . Così pure il binomio a-»-J inal- 
zato alla potenza m è :;=(a-f-£) , e di nuovo elevato alla po- 
tenza n diventa (a-f-A)?*'*. 

Siccome ^x-j=jj , ^7X^=^7. I7XT=F'*'*'-'^*'^'*- 
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ITO che avremo le potenze di una frazione , se a quelle inalzerei 
mo tanto il numeratore, quanto il denominatore di essa, cioA 

t) ^ 



b'^ 



i8. 



Abbiamo veduto , che le potestà nascono dalla moltiplica» 
sione di una quantità in se stessa tante volte, quante n'esprime 
r esponente diminuito dell'unità. Quindi avremo le potenze del 
binomio chJ^ , se lo moltiplicheremo più volte in se stesso • Sa- 
rà dunque la seconda potestà del binomio a^, cioè 
,(aH-i)a=z(a-4-^)(a-H&)=a^-»-2d&-f^> , la terza cioè (a-f^)' 
=(a^)a(a-f^)=r(aa-H2ai-«-^>)(aH-A)z=a>-H3a>i-Hàaia-«-£s , ec. 
Ma se. il binomio oh-ì si dovesse inalzare ad una potenza molto 
alta, sarebbe lunga cosa ed intrigata l'eseguire tante moltipli- 
cazioni. Quindi, siccome spesso occorre di dovere elevare il bi- 
nomio ad una data potenza, hanno procurato gli Analisti di tro- 
vare un metodo , per cui questo inalzamento ottener si potesse 
senza l'incomodo di tante moltiplicazioni. Questo metodo ci 
sarà facile di rinvenire, se attentamente òssei'veremo l'ordine 
che regna ne' diversi termini delle potestà del binomio^ le qua- 
li sono espresse nella Tavola seguente • 

Tai>oIa delle potenze del binomio» 
a '^ b 

a^^ia^b^ 3ai^>-H b^ 

ec. 

la qual Tavola si forma con la continua moltiplicazione di a-i-6 
in se stesso L 

Si vede da questa Tavola , che in qualunque potestà del 
binomio il primo termine contiene a inalzata alla potenza cor- 
rispondente; così nella quinta potenza il primo tisrmine è a*. 
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fidila sesta a « , pc. Nel secondo termine vi è a inalzata alla data 
potenza diminuita di un'unità, e moltiplicata per b; nel terza 
A inalzata ad una potenza^ jninore di due unità della data, » 
moltiplicata per b^ . E così in seguito li esponenti di a vanno 
continuamente diminuendo di una unità, e quelli di b crescen- 
do di una unità, in modo che la somma degli esponenti di a e 
di b in ciascun 'termine sia eguale all'esponente della potestà 
data, finche finalmente nell'ultimo termine svanisca l'esponen- 
te di a, e quello di b divenga eguale al grado della potestà. Di 
qui nasce un metodo facilissimi» per trovare tutti i termini del- 
le potestà del binomio. Si scrivano le potenze di a decrescenti 
di una unità, in modo che la massima sia eguale alla potenza 
data del binomio, e la minima =o. Sotto a queste si scrivano 
le potenze di i, ma in ordine inverso, talmentechè la massima 
potenza di a corftsponda alla minima di i, e viceversa. Si mol- 
tiplichi ciascuna quantità superiore per l'inferiore corrispon- 
dente, e si avranno i termini della potestà cercata. Per esempio 
si debba cercare la sesta potestà del binomio o-h^ : si scrivano le 
potenze di a e di J come segue 

io^ il, b^,b* ,b^ , 4S i« 
« moltiplicando ciascun termine superiore per l'inferiore avre- 
mo, a motivo di n^zrb^zri , 

a^ , a^b, a^b^ , a»A» , u^b^ ,ab^ yb* 
i quali sono i termini della sesta potestà, come può riscontrar* 
»i nella Tavola . Si debbano adesso trovare i termini della deci- 
ma potenza del medesimo binomio : si scrivano le potenze di a 
« di i come qui sotto 

a*o, a»,^», o', a6,aS ^*, «S «^, « > i 

I , A , A*, i», J*, A* , iSi',**, ^''^ *'** 
•e moltiplicandole tra loro avremo i termini cercati 

Generalmente se varremo inalzare il binomio a-+-£ ad uwa 
potenza qualuhque /», otterremo -i termini di questa potenza 
scrivendo le potestà di a e di ^ come segue 

a ya , a , a , a , a , ec. 
I , i , A* , ft« ,4* , i* , ec. 

le quali si devono continuare finché l'esponente di a «vanisca. 
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o ciò che è lo stesso , finché l'esponente di b divenga =m, poi 
moltiplicando cia^una potenza superiore peo: V inferiore corri- 
spondente avremo 

a ,a b,a b^^a b^^a ^b^ ^ ec. 

e saranno questi i termini cercati del binomio a-^ inalzato alla 
potenza m. 

Ciascun termine delle potestà del binomio ha però avanti 
di se alcuni coefficienti numerici, per conoscere l'andamento 
de'quali è necessario porre laJTèhrola precedente sotto un'altra 
forma • Ma prima si osservi , che dopo il massimo coefficiente 
ritornano gli stessi coefficienti precedenti, ma con ordine inver- 
so . Si renderà evidente che ciò dev' èsser così , se si rifletta , 
che se avessimo preso il binomio A-4-a invece di oh-^, avremmo 
ottenute le medesime potenze scritte con ordine inverso, in 
modo che l'ultimo termine diventerebbe il primo, il penultimo 
diventerebbe il secondo , ec. Ora i coefficienti di una potenza di 
è-4-a sono li stessi che quei di una eguale potenza di o-i-^, per- 
chè questa si cangia in quella , sol che si muti a in i e A in a • 
Dunque in qualunque potenza del binomio a^ V ultimo ter- 
mine ha il medesimo coefficiente che il primo , il penultimo, 
ristesso che il secondo, e così in seguito , Questa osservazione 
ci toglie la metà della fatica; poiché basta giungere nelle pote- 
stà pari fino al coefficiente medio , e nelle dispari fino al primo 
de'duemedj, gli altri essendo i coefficienti già ritrovati presi 
inversamente . • , 

Tai^ola II. delle potestà del binomio a^^-h . 



a^-4-2a^-«- b* 



^ a a . o a . D . 4 

r 7 5.4,, 5-4.3 ., 5.4.3.a ,^ 54 3a.T ^ 

a a . o a . o • 4 a^.4.0 



ec. 
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Di qui apparisce , che in qualunque potestà il coefficiente 
del secQndo termine è eguale all'esponente della potenza; il 
coefficiente del terzo è eguale all'esponente della potenza molti- 
plicato nel medesimo esponente diminuito di una unità e divi- 
so per 2 ; il coefficiente del quarto è eguale a quello del terzo 
moltiplicato nell'esponente diminuito di due e diviso per 3, o 
gli altri coefficienti seguitano la medesima legge ^ cioè dipendo- 
no uno dall'altro nel medesimo ordine. Quindi senza l'incomo- 
do delle moltiplicazioni si potranno facilmente determinare, tan- 
to i termini, chel coefficienti di qualunqu« potenza del binomio 
fl-i-fc. Si debba per esempio ricercare la sesta potenza, e chia- 
mando A,B,CyD,E^Fì coefficienti dei termini in modo che 
sia(a^)«r=a«-t-^a*AH-jB^i^ia^Ca»J»H--Da»i*-*-jBai»-»-J?SS a- 
▼remo per le cose precedenti 

A=6 

4 4 

„ Z> . a i5 . a ^ 

Onde sarà (a-*-i)«=:a«^6a*&-i-i5a^i^-Haotì»i»-+-i5a^J*-f-6fli*-4-i» 

Si può auche da ciò dedurre quello che far convenga per 
avere una qualunque potestà indeterminata m del binomio 
^^' Supponghiamo che yf , JB, C, I?, £, 'ce siano i coeffi- 
cienti di questa potestà „ e troveremo con la regola précédente 
A'zzm 

a "^ a 
p J?(m— a) m(y«— i)(m— a) 

"* 3 a . 3 ' 

jQ C(m— 3) m[ m^i )(yyì— a)(/?^— 3) 

■• 4 - a. 3. 4 

j- Tom, /. ec. 4 
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•Te manifesta sì rende la legge che osservano questi eoelBcien» 
tiy i quali perciò si possono continuare quanto piace. Siccome 
adunque abbifinio supposto 

avremo sosti tuericfo i valori delle lettere Ay By C, ec. 
/ i.m m nt'^Ji m(m— i) /»— 2,. 



mfw*— i)(m— fc) iw— 3,, 
^ — 1- IL — .—la o^ 

a, . 6 



-I—i 11-i — fi la ^i ♦ -H e€. 

2.0.4 

in modo che il coefficiente di a b sarà 



m(m— i)(m— a) .... (m— /m-i) 

2.3.4 '* 

Questa elegantissima espressione si chiama la formola New* 

toniana del binoinioy perchè Newton n' è l'inventore. La di- 
mostrazione, che ne abbiamo data, è appoggiata all' induzione , 
e perciò non ò abbastanza esatta e rigorosa. Poiché , per quanto 
si prolunghi la Tavola II , non potremo mai esser del tutto cer- 
ti , che la medesima regola si osservi nelle susseguenti potenze « 
che non sono comprese nella Tavola «,Ma una maggiore accura- 
tezza ottener potremo mediante il discorso seguente. 

Supponghiamo , che la Tavola \i sia stata verificata fino ad 
una data potenza dell'esponente n^ cioè che ci siamo assicurati 
essere 

la-^) zza -^na in — ^ -a b^-\ — ^- si «'*-4-e«. 

^ ' .2 a . 5 

io dico che la medesima regola avrà luogo anche per la potenza 
seguente, cioè sarà 

(o-f^) zza -♦-(/w-i)a ìh-ì —a ^^h- '-^ ia e»*-+-ec^. 

Infisitti se moltiplichiamo il valore di (d-f-i) per a-«-& , otterre- 
mo la potenza (an-^) , la quale sarà 

/- T\«-*-r /I-+-I n, n\n — i) /z-^i,„ >?(« — ì){n — 9) n — ^a,. 

(«?«) — « -»-/ia é-H- ^ -a &a-H-- ^i^T a i*-Hec,. 

2 a . o • 

.». a i-H «a • i>-4- — ^ ^ ^»-+-cc. 
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Ora — i-wisnl — ^-t-i I = —, 

a Va / - a ' 

— r"3 — "^ r~ — ^"T^v" — ìtth ' * «««»«- 

ndmente »("-;)(«--a)- • .{n-r^^^njn^i) . . . (;^-r^a) 

ìà , ò . è . . , t a . d . . . (r-— f) 
n(w— i) . . . (/t— r-f"a)//z— r-Hi \_ ^(n-f"i^w(w— i) . . . (n— r-4-a) 

"^ a . 3 . . . (r— i) \ r /"" a .3 r 

Quindi, sostituendo questi valori, avremo 

lo che doveva provarsi. Pertanto, se la formula Nevs?toniana si 
verifica in una data potenza, essa avrà luogo anche nella poten- 
za seguente. E siccome è certamente vera nelle prime potenze , 
lo sarà* egualmente in tutte le altre* 

L' uso di questa formula non è però ristretto alle sole po- 
tenze del binomio , ma si estende alle potenze di qualunque po- 
linomio . Sì abbia in ^rimo luogo il trinomio a-i-i-i-c, il quale 
debba inalzarsi alla potenza m ; si ponga ar¥b:i:p, e sarà 

m(m— i)(m— a) tw— 3 . 
a . 5 -'^ 
Ma siccome pz=a^ , avremo 

^ */^ . i\ffi m w— I, wt(m— i) wi-^a*^ 



. ec 

a 



m— I in— i^/ ,v TO— a, (m— i)(m~a) jw— 3^ 

w**»3 wi— 3 / o\ Tn^^Ai 
p =a -«-(m— 3)a ^i-HCC. 

ec. 
Sostituendo questi valori nella espressione precedente avrem# 

(/M-c) , cioè (iM-i-4-c) espresso dalla formula 
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a n . 6 
a -f^/n— i)a ^-f-^-i ii la J*-4-èc.) 

-4-ec. 
ove si deve continuare qualunque linea tanto orizzontalmente 
quanto verticalmente , finché il coefficiente di qualche termine 
diventi zero. Sia per dare un esempio 7/zz=3, o sia si cerchi la 
terza potenza del binomio fl-+^.^c. Avremo (a-+^-*-c)* 
zia » -H3a a ÌH-4JaA a^-* * -♦-3c(a *-H2ai-HÌ > )-4-3c » (a-f-i)-»-c » 
=:::a»-4-3dai-+-3aiaH-* *-H3fl*c-4-6aJc-4-3i«c-+-3aca-H3*ca-i-<:» . 

Coll'istesso metodo si potr^ elevare a qualunque potenza 
il quadrinomio oh-^-hc-hs? • Facciamo a-4-^-4-c=:j^ , ed avremo 

(a-i-i-4-<?-M?) ' cioè 

(y-W) z=q ^mq Vh — ^ -q rf*-i-ec* 

Ora essendo ^zza-f-^-^c, se sostituiremo in questa formula i 

valori di y , j ec. trovati di sopra , avremo la richiesta 

potenza (/x-+J^-4-c-W) . In simil guisa condtirremo il calcolo 
per elevare ad una data potenza un polinomio qualunque, ri- 
ducendolo sempre ad un polinomio inferiore ^ il quale cioè con* 
. tenga un minor numero di termini • 

ao. 

Abbiamo inalzato il binomio a-4-i alla potenza m; ma. co- 
me potrà ciò eseguirsi 9 quando il secondo termine di esso sarà 
negativo, cioè quando il binomio sarà a— è? Noi potremmo in- 
vero risolvere questo problema col medesimo metodo, col'qua- 
le abbiamo trovate le poterne di a-H& ; ma sarà più breve il de- 
durre la formula della potenza (a-r-i) dalla precedente. A ciò 
fare convien rammentarsi, che due quantità negative moltipli- 
cate tra loro danno un prodotto positivo: quindi siccome la se 
€onda potestà di tÌ si trova moltiplicando quella quantità 
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in se stessa, sarà questa seconda/potestà zzb^^ Tistessa appunta 
che si ha nel caso di b positiva. Ma la terza potenza nasce dal 
moltiplicare la seconda b'^ per— i, onde riesce negativa, ed 
— — i » . Nella stessa guisa sarà (-^) *==&♦, (—è) *=— è » , (^è) •=:& • , 
ec. dal che apparisce che delle potestà della quantità negativa 
— £ la prima , la terza, la quinta , e le altre dispari son tutte ne- 
gative, la seconda, la quarta, la sesta ^ tutte le pari son positi- 
ve . Quindi allorché b si cangia in — ^ , le potestà pari non sof- 
frono alcuna mutazione, ma le dispari divengono negative» 
Ciò premesso, sarà facile adesso 1* esprimere la potenza 

(o-hì)"* . Poiché essendo 

/ ,v/» m w— i, m(w— i) /w— a,. 

(a-#^) izui -^ma in — ■ -a è» 



m{m— I (m— a) m— 3,. 
^ a . o 

e mutandosi (a-^A)^ in {a-^f^ , quando b si cangia in — J, 

'' troveremo il cercato" valore di (a— i)''* , se nella formula prece- 
dente scriveremo — ^ in luogo di b . Ma siccome mediante que- 
sta mutazione le potenze dispari di b diventano negative, rima- 
nendo le stesse le potestà pari, il primo termine, il terzo, e gli 
altri dispari rimarranno li stessi, il secondo, il quarto, e gli 
altri pari diventeranno negativi . Saia dunque 

(a— ^) zza '^ma b-^^^ a . b^ 

a 

m(m— i)(m— a) /n— 3,, 

^ L_. La ^'H-ec. 

a . o 

Le due formule trovate per le potestà de'binomj a-f^, «4 

a— i 31 possono riunire in una sola come segue; 

\az!Lb) zza ±ma ^-t-— -'a è» 

' a 

_. m(/7l— 1)(772 Ù) 172— 3, . 

=fc \r a ^»-f-ec. 

a 

ove il segno ambiguo :±: si deve intendere in modo, che il segue 

superiore abbia luogo quando b é positiva, l'inferiore quando b 

è negativa . . 
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CAPITOLO V, 

Dei Radicali « 



ai. 



vfuella quantità 9 che moltiplicata più volte in se stessa prò* 
^uce una potenza, si chiama la di lei radice, e riceve il suo no- 
me o il suo esponente dal numero delle volte accresciuto 'dell' u- 
nità, nelle quali è moltiplicata in se stessa per produrre la*po-> 
tenza. Così se è ncioltiplrcata una sola volta in se stessa , si 
chiama radice seconda o quadrata, se due volte radice terza o 
cubica, se tre volte, radice quarta/ o quadrato^quadrata , se 
quattro volte, radice quinta, e così in seguito. E dunque a la 
radice quadrata di a* , la cubica di a* , la quarta di a^ , la quin- 
ta di a^ , ec. e così pure a> è la radice quadrata di a^ ^ la terza 
di a«, la quarta di a', ec. Viceversa, della medesima potenza 
a' ^ la radice quadrata è a^ , la cubica a^ , la quarta a^ , la se*> 
staa^y la duodecima a. Generalmente di qualunque potestà 

tu wi tn 

a la radice quadrata è a^, la cubica a , la quarta a^ e in ge- 

m 

neralé la radice dell'esponente n è a^ . Si avrà perciò qualun- 
que radice di una data potestà, se T esponente della potestà si 
dividerà per l'esponente della radice. 

Di qui appairisce^ che avremo la vera radice di una pote- 
stà, ogniqualvolta il di lei esponente sarà divisibile per l'espo- 

tn 

nenfe della radice, poiché in tal caso a^ sarà una potenza di 
a . Ma se m non si può dividere per n , allora non si potrà otte- 
ner la radice; così la radice quadrata di a^ non può aversi, per- 
chè il 5 non si' può dividere per a. Né ciò deve far maraviglia, 
purché si rifletta che non vi è alcuna potenza di a, che molti- 
plicata in se stessa formi il prodotto a^ . 

Ma quantunque queste radici siano ìnassegnabili , pure sic* 
come spesso s'incontrano, e sono di un grand' uso nell'Analisi, 
si considerano con tutta l'attenzione, e si dà ad esse il nome di 
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radicali . I radicali adunque sono quelle potestà che hanno per 

esponente un numero rotto, come a* , a^ , a* , ec. Ciò «i deve 

intendere anche delle quantità complesse , come sarebbe (0-4-^)* 

che indica la radice quadrata di a-^Jf, {ia^^ìhy , che indica la 
radice cubica di {òa^^ìb)^ , e'ie altre simili . 

Le quantità radicali si esprimono anche in un' altra manie- 
Ta, ponendo cioè avanti ad esse il segno [/ ^ che rappresenta la 
radice. E per denotare le diverse specie di radici , nel segno {/ 

8Ì scrive l'esponente della radice in modo, che ly^ indica lara« 

dice cubica , ìy la radice quarta , ìy^ la radice quinta , e 

così in seguito; quando poi il segno j/ non ha alcun numero, 
s'intende sempre che rappresenti la radice quadrata. Sarà dun-* 

que l/a=M^, j/(a-f^)» =(^l^)* , |^Jca=ica''=i*c*, 

4 / I a I s 1 1 » , , - 

XY a^bc* ::na^bc^^'=£rb^ c^:=ui^b^ c^ . La prima operazione da 

farsi su' radicali, consiste nella loro riduzione all^ più semplice 
espressione ; da questa perciò cominceremo • 



%%. 



•*' Essendo- 1/ ab ^zab ^a b:^y a , sto qualche fatto» 
ye della quantità posta sotto il segno radicale avrà per esponen** 
te l'esponente medesimo della radice, si potrà fare uscir fuori 

del segno. Così essendo V^jS^Qa^ bezzi/ ^^a^.6bCy questo radica- 
le si scriverà più semplicemente* cosi; /^€\/ibc. Così ancorai' 

=|^(a^) • - ^\a^) ♦ (^^+^) « =:(«-HÌ)^(a^) » 
— (a-l-*)(^MU)*==(a^)(a:+^)*=(fl^)I/(a^) . 






^ ^ p 



3a ELEMENTI 

Per paragonare tra loro i radicali di diversa denominazio- 
ne , convien ridurli al medesimo esponente . Dati i due radicali 

\/ a , X/^r si possono anche esprimer così , a " , i ^ ; gli es- 
ponenti — , IL ridotti al medesimo denominatore diventeranno 
-2, ^ , ed i radicali proposti saranno a"^, i»^, o sia \/ cT^j 

h , che adesso hanno il medesimo esponente . E siccome 

le frazioni ridotte al medesimo denominatore rimaQgono le stes- 
se, si manterrà Tistesso valore agli esponenti fratti di ciascun 
radicale y e perciò ai radicali medesimi, allorché son ridotti a 

comune denominatore • Dati pertanto i due radicali \/ €l^'^ 

/^ , i quali debbano ridursi al medesimo esponente, si 

moltiplicheranno, tra loro i due esponenti n^q^ ed il prodotto 
nq sarà l'esponente comune ai due radicali, e l'esponente m 

de]Ja quantità a sotto il segno del primo radicale si moltipli- 
cherà per l'esponente q del secondo radicale, e viceversa. 

24. 

Venghiamo adesso alle quattro principali operazioni su'ra- 
dicali, e siccome per riguardo alla somma ed alla sottrazione 
non vi è alcuna particolarità da notarsi, passiamo subito alla 
moltiplicazióne. Si debbano moltiplicare tra loro i due radica- 
li dell' istesso esponente 1/ a, 1/^^; questi equivalgono ad 

«»,&», le quali quantità moltiplicate ci danno il prodotto 

a'»i'»=(a4)«, e rimettendo il segno jradicale \/ ab . Quindi 

si ha il prodotto de* radicali del medesimo nome lasciando intat- 
to l'esponente, e moltiplicando le quantità poste sotto il segno. 
Per mostrare la moltiplicazione delle quantità radicali comples- 
se daremo i seguenti esempj . 



('/. 



»^. 
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« 
i 

Esempio I. 
'Sì debbano moltiplicare tra loro le quantità seguenti ' 

Questo À il prodotto cercato » il quale ridotti i radicali diventa 
4aa*-f-a(/a— a-f-3j/a(a-+-J)— aa— ai, o^sia 
;aa»— 3a— ai-f-a|/a^3j/'a(a-t-Ì!J . 

E s £ ia> I ò II; 
Le quantità da moltiplicarsi siano a-Ha|/'a-4-|V'^J, 

^^--Bj/^^-^-alV^^i, le quali ridotti i radicali al medesimo espo- 
nente diventano a-t-aj^/^a'-t-|*A A»-, 4a — 3lV^/»«-i-al*/^i* , 
-adesso sì laccia la moltfplicaszione come segue « 

4» —3 i^/^« *-i-a 1^/^ a 

— 3a|/^a« • — 6l/^afi^3l/^a»A« 

-4-aai^Aia -^.4|Va»i«-4-a|V^&* 

■ ■ • _ ^ .._f i - .. I - - u n —r- 

^> #ia 4a*-*-5«l/^^+*6aiV^i-*^a-i-iy^ 

' La divisione de' radicali del medesimo nome si fa come se 
le quantità non fossero sotto il .segno radicale. Infatti, essendo 
Tom.I. 5 
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n / i t 

y/ a=an, |;/^fc=i» avremo !l-_=^^-) =|/ j. 

Per la divisione de'radicali complessi si osservino ì seguenti 
esempj . 

Esempio I. 

Si debba dividere la quantità aa*— aa-f-ia)/ii&— 18& per 
a-i-j/a— 3^/A)aa » — aflK- 1 ai/aA— 1 8 J(aa— 2|/a-i-6i/i 

— aa|/a — aà-f-òal/i-f-ial/aA — i8J 

6fl(/&-4- 6|/a&— i 8i 
o 

Esempio II. 
La quantità 6a — j*/ a'4* — ia|*/^&a debba dividersi per 

60—91/ a* i* 

8j/^a«Aa_ Y^iVh^ 

o 

Facilmente si comprende, come debba farsi la moltiplica-* 
zione, e la divisione tra quei radicali 9 che si chiamano umt^er- 
Jà/i^ ne' quali la quantità sotto il segno è un radicale comples- 
so. JSi riducano prima questi radicali al medesimo esponente, 
poi tolto il segno universale, icioè quello che comprende tutta 



.^.- 
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la quantità, si faccia la moltiplicazione o la_divÌ8Ìone come so- 
pra 5 ed il prodotto o il quoziente si riponga sotto il segno uni- 
versale . Ecco un esempio della moltiplicazione ."Si debbano 

moltiplicar tra loro le quantità 1/ («— a(/^M-3l^V 4), 

\/{3^a^%/ar^A\y *)• Tolto il segno universale si faccia la 
moltiplicazione come segue • 

€$H il prodotto cercato sarà 

iy^(za^'^a\/a^3.a\yb^6a^i^^^a » A " ^itA/b^) . 

. p 

Siccome ìX ana^ , sarà \\y/ a*^:=ia^ , e restituito il se- 
gno radicale (1^/^ a l^zrly^a-'^; cioè per inalzare un radicale ad 

*una data potenza , conviene a quella potenaa elevare la quantità 
posta sotto il segno radicale. 

Ma per estrarre una data radice da un radicale bisognerà 
moltiplicare per l'esponente della radice data l'esponente del 

radicale . Infatti essendo l/^ aiza^ , e per estrarre la radice di 

una potestà dovendosi l'esponente della potestà dividere per 

l'esponente della radice sarà ìXì/ arz\/ a. Quindi sarà 
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Alcune volte succede, che dalle quantità complesse si può 
esattaxneote estrarre la radice , in modo che svaoiscono allora i 
segni radicali, e la quantità proposta prende una forma più. 
Semplice. Convien dunque mostrare il metodo da tenersi per 
estrarre queste radici , quando ciò è possibile . E per incomin** 
ciare dalla radice quadrata, siccome la quantità a^-t-^o^-f-^' è 
un quadrato, di cui la radice è a-4-^, è chiaro che otterremo 
questa radice allorché ci è incognita , se estraendo la radice dal 
primo termine a^ , la quale è a,^l doppio di essa o sia per 2a 
divideremo il secondo termine Mb , poiché il quoziente sarà b ,. 
cioè l'altro termine della radice « Di qui apparisce quel metodo 
che cercavamo , il quale schiariremo negli e&empj seguenti . 

E 8 ]^ M p t o I. 

Si debba estrarre la radice quadrata dalla quantità 
6oai-f-36a*-f-a5J*. Primieramente ordina questa quantità pex 
a come segue 

36a*-i-6oaJ-4-a5i^ ( 6a-f-5& 
36^3 laa 

6oa&-4-a5i* 
36a « -f-6oai-t-2 5i * 



Poi prendo la radice quadrata 6a del primo termine 36a* , e la 
scrivo a parte; questa radice 6a inalzata al quadrato mi dà '36a^ 
che sottraggo dalla quantità proposta, ed ottengo il residua 
6oai-4-a5A* . Adesso prendo il doppio laa della radice trovata, 
e per esso divido il primo termine 6cab del residuo. Scrivo per 
radice il quoziente Sb; poi inalzando al quadrato la radice tro- 
vata 6a-f-5i ottengo la quantità 36«^-f-6o/ift-*-a5A* , la quale 
sottratta dalla proposta siccome non uxi lascia alcun residuo, 
r operazione è terminata, é la radice cercata è 6a-4-5^. • 

ESEMPIOII. 

Si voglia la radice quadrata della quantità 



D' ALGEBRA P. L 9^ 

o 

Estratta la radice ^a dal primo termine 4^^ , ne sot'traggQ U 
quadrato 4^^ dalla proposta quantità ed ho il residuo 
— laaé-t-ióac-t-gi^— 24ic-f-i6c^ . Prendo il doppio 4^ della ra- 
dice trovata, e per questo dividendo il primo^ termine del resi- 
duo — iijaè ho il quoziente— 3i , che è il secondo termine della 
radice . Alzo al quadrato la radice finora trovata s^a^^òb , e tol- 
go (ao — 3i)* dalla quantità proposta, o pure 
(aa— 3è)*— 4^*=-"3è(4flt— 3i) dal residuo, perchè 4^* fu già sot- 
tratto, ed ottengo il secondo residuo i6ac — a4ic-4-i6c« . Divìdo 
questo per 4^^— 6 J doppio della radice trovata, ed il quoziente 
4c mi dà il terzo termine della radice. Di nuovo sottraggo la 
radice aa^-^3£-4-4c elevata al quadrato dalla quantità proposta , 
o pure sottraggo (a^i— 3*-+-4^)^ — (aa— 34)^=4^(40 — 6i-i-4c) dall* 
ultimo residuo, e siccome nulla rimane, la radice cercata sarà 

ao— SA-4-4<? • 

In egual maniera dalle cose precedenti si potrà ricavare il 

metodo da usarsi per estrarre qualunque radice . Poiché essendo 

n r^r^ir n{n — i) /i-— az.2 i ^ j» 

a -^na g t ■ ■ a b -t-ec. la potenza di esponente n 

della quantità an-^, se data la potenza questa radice fosse inco- 
gnita, si troverebbe prima estraendo la radice /i.«"™* dal prima 

termine a che sarà a, poi dividendo il secondo termine per 

na y cioè per la radice già trovata inalzata alla potenza ;z— r, 
e moltiplicata per n^ perchè il quoziente b sarebbe l'altro ter* 
mine dq^la radice . 

a6. 

Ma lasciando queste cose da parte passiamo ad altre più. 
utili. Da ciò che abbiamo veduto della natura delle potestà è* 
chiaro*, che non tutte le quantità son potenze; onde spesso suc- 
cede che invano tentiamo dì estrarre le radici, e siamo coudot- 
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ti a quantità radicali. Così lion essendovi alcun numero o ìnte-j^^ 
ro o fratto 9 che moltiplicato in se stesso dia un prodotto eguale ..i! 
a A, non si potrà estrarre la radice quadrata dal a, e non ù sa- 
prà mai cosa sia in numeri la quantità \/^2. L^istesso si deve 
intendere delle altre quantità radicali, le quali, non si. sa qual 
rapporto abbiano esattamente in numeri ad altre quantità co- 
gnite. Perciò esse si chiamano, ancora incommensurabili ^ poiché 
non hanno una misura comune con altre quantità note • 

Ma siccome queste quantità radicali spesso s'incontrano 
liella soluzione de' problemi, e da esse dipende il valore delle 
quantità che sì cercano , perciò hanno procurato gli Analisti dì 
ottenere il valor |>rossimo de' radicali, giacché il vero ottener 
non potevano. Questa approssimazione è di un grand' uso, ed > 
ha tanto maggior pregio, in quanto si accosta al vero valore co- 
me più piace, in modo che l'errore che si commette riesce cosi 
piccolo, come si vuole. Per far ciò bisogna ridurre il dato radi- 
cale in serie ^ cioè in una formula composta d'infiniti termini , 
i quali vadano sempre diminuendo . Ora siccome la serie conti- 
nuata air infinito dà il valore del radicale , quanti più termini 
prenderemo , tanto più ci accosteremo al vero valore , e quindi 
non vi è alcun limite all'approssimazione. Cerchiamo adunque- 
come si svolgono in serie i radicali . 

Siccome i radicali si possono considerare come potestà di 

esponente fratto, la quantità iV*^ (o-i-J) si può esprimere per 

(oH-J) ** , cioè pel binomio «-hJ inalzato alla potenza — . Ora 
. poiché abbiamo trovato di sopra essere 

m 
n 



se tacciamo j?:r— , avremo 



' n n.sbn 

1 wi— .3/1 

m{m — n){m — 2n) n i « 

H — • ~ ia i»-f.ec. 

n^nn.on g. 
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la qual formula va all' infinito , perchè •— è una frazione . 



m m^-^n m — an 



Ma in questa serie ritroviamo le quantità a ", a " ,a " >ec, 
le quali sono radicali , onde pa/e a prima vista che poco vantag- 
gio da questo metodo ricavar si possa , poiché esso ci dà il ra- 
dicale \j/^{ar¥Ì) espresso per altri radicali. Ma è facile il ve- 
dere che questi spariranno, se per a prenderemo una qualunque 
quantità elevata alla potenza t». Perchè posta a^:c sarà 

^^=0"^ ,€r^=c'"^^ , a~^=c'^'''*ec. e sostituiti questi va- 
lori 

1 /(e -1-^) zzc H — e b^ — ' 'C b^ 

y ^ ' n n ««n 

.4-.--Ì !i.- le ^s-f-ec. . 

Se adesso facciamo ot=:i , ed /irra, 3, ^,ec. avremo le se- 
TÌejieguenti per l'estrazione della radice quadrata, eubica, quar- 
ta ec; 

/w ^ ,v tb i.ih^ I.I.33S T«f.3.5é* 

y ^ ' %c a.4c» a.4.6c* a.4.6.bcT 

- ^/t . T\ i^ i.a^a r.a.SZ»» T.a.5. 8^4 

(X ^ ' D€^ D.òc* o.().9c« ò.6.9.iacix 

4X ^ ,v 1^ I .,3 3 a 1.3. 7^* 1.3 . 7.11^4 

K ^^ "^^"^"^^ì;* 4753T "^pTT^TTT ""48.1a.16c»'* "*■ ^^' 

ec. 
Quando dunque si vuole estrarre la radice n.«»""* da una data 
quantità, conviene questa quantità dividere in due parti, una 
delle quali sia una potenza dell* esponente », e poi far uso del- 
le serie precedenti . 

Prima però di farne l'applicazione a qualche caso partico- 
lare, importa molto il notare alcune cose. Delle serie altre sono 
con{?€rgenti altre dhergenti ; in queste i termini vanno tanto 
più crescendo , quanto più si allontanano dal primo , in quelle 
i termini vanno continuamente diminuendosi . Le sole serie 
convergenti possono adoprarsi per le approssimazioni; perchè 
^approssimazione è appoggiata a questo principio, che somma- 
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ti alcuni de^ primi termini gli altri possono come piccolissimi 
trascurarsi . Óra ciò ìion può farsi nelle serie divergenti , perchè 
in paragone de' primi non si possono lasciare da parte i termini 
seguenti , i quali sono maggiori di quelli o per lo meno eguali . 
Vediamo adunque quando le serie di sopra trovate sono conver- 
genti /quando divergenti. È t^hiarò che i termini di queste se- 
rie crescono crescendo &, diminuiscono crescendo e: onde se h 
sarà minore di -e le serie saranno :convergenti>. Il numero dal 
quale dev'estrarsila radice, si deve perciò dividere in due parti 

e , e i 9 in modo che e non sia minore ài b ^ e quanto più. 
grande sarà e riguardo a b^ tanto più. convergente sarà la serie, 
e un numero minore di termini sarà , necessario per la cercata 
approssimazione « 

E S E M P I O I« 

Si debba trovare prossimamente la radice quadrata del nu» 
mero a . 

Il quadrato prossimamente inferiore al numero dato è Tu*- 
nità, onde con^riea fare csi, J=i. Sostituiti questi valori la 
' serie diventerà 

., y I t.i t.3 3.5 3. 5. 7 

^ a a. 4 SL.^,0 A.4.0.8 ^.^.^.^.jo 

la qual sèrie continuata all' infinito dà il vero valore di l/'a:per 
averne il valor prossimo bisogna sommare molti termini , Il primo 
termine i é vicino alla cercata radice, 4na. se prendiamo due ter- 

mini I -*---, o tre ih — •»-— -T,oquattto i-*- — »■ — *h 7-7- > 

a' a a. 4 ^ .^ a. 4 a.4.6 * 

o cinque ec. , ci accosteremo sempre più al Véro valore di \/%. 

Così le frazioni i , -^ , *s- > -^ > **^ , ec. danno il valore della 

a 8 IO latt ' 

radice cercata sèmpre più esatto , in modo però cke la prima , la 
ter2a, e le altre poste in luogo dispari sono minori del vero , la 
seconda, la quarta, e le altre in posto pari maggiori del vero, 
come apparisce dalla forma della serie, nella quale comincian- 
do dal secondo termine i segni sono alternativamente positivi e 
negativi. 

Ma questa iifetie è poco convetgente, e ciò è accaduto per- 
«chè i numeri 6 e i non differiscono tra loro . Per avere un' altra 
serie più convergente moltiplichiamo il numero a per un qua- 
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drato, pere», per loo, esarà p/a=l/ - — . Il quadrato prossi- 
mamente inferiore al numero aoo è 196, la cui radice è i4; on- 
de ^/a=:j/-^jj:4r=p/ Facciamo adun- 
que cz=7 j irsi , ed avremo 

.1/1 I 3 3.5 \ 

*^ 6\' a. 7 A.4.7» 54.4.6.76 a.46.877 / 

la qnal serie è molto convergente, perchè presi solamente i pri- 
mi quattro termini avremo la frazione ^,, , o sia la frazione 
^ aò89ja 

decimale i , 4i4^^^9 ^^ quale non differisce dal vero né pur di 
un milionesimo. L'iitesso artifizio deve usarsi in generale per 
ottenere serie c<jnvergenti . 

£ s E M p^o II. 

Si debba estrarre la radice quadrata dal numero iS . Se io 
prendessi il quadrato inferiore che è 9 , avrei c:=3 , fc=6 , e poi- 
ché c<,b avrei una serie divergente. Prendo pèrliò il quadrato 
superiore che è 16, ed ottengo czi^, bzz^^i , e sostituiti questi 
valori 

> - . I 1 3 3.5 

s ^ ^ a, 4 34.4* a.4.6.46 a.4 6.8.47 ' 

Questa serie è assai convergente, perchè pr|li dua soli termini, 

cioè 4> ® ""TT» ^^ nasce il valor prossimo =:— =5, 875, il qua- 
le non differisce dal vero né pur di tre millesimi. Se è necessa- 
ria maggiore esattezza, converrà prendere tre, o più termini. 

Abbiamo supposto che la formula del binomio abbia luogo 
neir inalzamento a potenze di esponente rotto. La dimostrazio- 
ne, che abbiamo data del teorema Newtoniano ^ essendo per in- 
duzione dedotta dalla osservazione de' casi particolari , ^potrà 
ammettersi per le potenze di esponente intero, ma per quelle 
di esponente fratto converrà appoggiarla a qualche nuova ra- 
gione. Sia dunque, 

mh m(m— «)Aa rrdm — n](m — ù,n)h^ 

na n.t^na^ n,a.n/òna^ ) 

i^j^zr(i-f./?)'*. Poiché 
. Tom. I. - 6 
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Ora se prendiamo le potenze dip avremo 

p a;— H • — -4- eC, 

z*^ w^^a «a. aria» 



P*=^--— T-i- ec, 

ec- 



f^ sostituendo questi valori avremo (l-f-/?) espresso dalla formula 

mb mlm — n)bi mlm— /i)(m— a^)^* 

IH 1 i -^- K-i Hj — ;; HCC. 

a ^na^ 2,nona^ 

7na(« — \)b^ am a(m— /»)(«— f)^^ 

a.i5/?aa* 

e riducendo i termini simili Milla formula 

^ m^'^m b^ m^'^m.'^'^^Tnb^ 

I.+./72 — ^ t r . — -t-ec. 

a a a ^3 

o finalmente (alla formula 

b m(m — i) fea mfm^— i)(mff-a) i' 

i-f-//t — I — 1 i 1 _q- 1, — H- ec. 

a a aa a.o as 

Questa esprime il valore di j Ih— I ;dunque(i-hp) =(l-f— 1 9 
%-^=i'^^f=^"'i^^pf' «d estratta la radi- 



e qumai 

ce /Z.e"«»a 



" 2 



(a-+-S) =a II '^p)=a -»- —a Jh — ■ a 

^ m(m->»)(m-a;i) ^— ;,~^,^ ^„ 
n,fin,6n 
tìome sopra avevamo supposto. 

La medesima formula del binomio può anche adoprarsi 
quando l'esponente della potestà è negativo. Facciamo 

a.3 
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. laquarespressione si ricava dal teorema Nei^vtonlano facendovi m 

negativa,e siccome (a-4-i) .(a-»-5) rri, se il valore di' (a-nè) 
è quale lo abbiamo supposto, il di lui prodotto con il valore di 

(a-*-i) deve essere eguale all'unità. Ora siccome 

(a-f^) zza. -4-ma ^h — • -a b^ 



• mfm--t)(77i— a) m— 3,, ^^ 

-4- nfl A*-H eC, 

avremo («-+-4) .(^m-ì)*~ così espresso 

a — Twa ^-1 — ^a é»-; a è'-f-ec. 

a a. 3 

—I* —a, m^H-T^i^ —3, 
-+-//za è— m^a Ja-t- a b^^ ec. 



Twa — m— 2,, yn3— m* — 3y 
a i^— — a b 



¥• ce. 



m* — 377z2-f--2m —3, 

«^ ;_- a ^3-+-ec. 

a, .6 

ove i coefficienti del secondo termine e de' seguenti evidente- 
mente svaniscono, e siccome rimane il solo termine a°=:i , sarà 

la formula che esprime il valore di (<z-+-i)"~'" moltiplicata per 

ia^) eguale all' unità ; lo che doveva succedere se quella for- 
mula era ^era . È dunque 

\a-^-b) -ma — ma ^-4 -a b^ . 

-— La e»'-+-ec. 

2. .6 

— — ( I— w — I — i -~— — ' — ^- ec. ì 

la qual'espressione va all'infinito, e serve per ridurre in serie la 
frazione — . Ma acciò la serie riesca convergente bisognerà 

prendere a>b: cosi facendo mini , fl=:a , bzzi avremo 

r= a "^"^T -"i^"^ ^*^- alPinfrnito. 

In simil guisa si dimostrerà la formula del binomio aver 
luogo anche nel caso dell'esponente fratto e negativo, 
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CAPITOLOVI. 

Delle quan tità imagina rie. 

Uà quello che abbiamo detto de' radicali apparisce chiaramen- 
te, che di alcune quantità non si può esattamente esprimere il 
rapporto alle quantità intere" e fratte; contuttociò esse si am- 
mettono nell'Algebra, perchè il loro valore si può ottenere tan- 
to prossimamente quanto piace. Un paradosso più grande ci 
presentano le quantità imaginariej ohe s'incontrano nell'Alge- 
brica soluzione de' problemi, le quali non esistono, ed è impos** 
sibile lo esprimerle non solo esattamente ma né pure per ap- 
prossimazione . Nientedimeilo l'Analisi considera, ed insegna 
ad operare su queste quantità, sì perchè qualche volta dall'u- 
nione di più quantità imaginarie ne nascono quantità reali, sì 
perchè il valore imaginario di una quantità, dalla quale la so- 
luzione di un problema dipende, mostra che questo problema è 
impossibile. Ciò meglio si comprenderà, quando parleremo del- 
la soluzione de' problemi. 

Per ben conoscere la natura delle quantità imaginarie eon- 
vien ricordarsi , che il quadrato di una quantità tanto positiva 
che negativa è sempre positivo: da ciò segue che è impossibile 
lo estrarre la radice quadrata da una quantità negativa . Se dun- 
que nella soluzione di qualche problema siamo nel caso di do- 
vere estrarre la radice quadrata da una quantità negativa — o*, 
questa radice non esiste, e perciò l/— a^ ha il nome di quantità 
imaginaria o impossibile. Per più semplicità questa quantità 
p/— <a* si esprime in altra maniera così aj/— i , poiché essendo 

— a^na^X — ^ , sarai/ — a*=J/a^X^i=aj/— i . Se ad una quan- 
tità imaginaria si aggiunge una reale, o se ne sottrae, o si mol- 
tiplica per essa, o l'una per l'altra^i divide, il resultato si de- 
ve reputare una quantità imaginaria. Così, essendo a , i, e rea- 
li , le quantità a-H5[/— i , a — Jj/ — i , a-hic|/— i , ' — so- 

no tutte impossibili. 

Essendo positivo il cubo di una quantità positiva, negativo 
quello di una quantità negativa, la radice cubica di una quan- 



/ 
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tità negativa sarà sempre possìbile , o sia reale; onde nelle radi- 
ci cubiche non s'incontrano alcune quantità imaginarie. Ma la 
quarta potenza dovendo esser necessariamente positiva , da una 
quantità negativa non si può estrarre la radice quarta , e perciò 

1 >/— a*=:aly/--i è imaginaria. L'istesso s'intenda di tutte" le 

jadici di esponente pari , le quali saranno imaginarie , se la 
quantità sotto il segno sarà negativa. 

a8. 

La somma e la sottrazione delle quantità imaginarie si 
fa nella solita forma: così a\/ — ^i-+-ij/ — i, ed aj/ — ^i — Z'|/'— i 
significa che la quantità i>f/'— i nel primo caso è aggiunta, nel 
secondo è tolta dalla quantità oj/— 1 . 

Se la quantità reale a si dovrà moltiplicare per l'imagina- 
lia Jp/— I y il prodotto sarà ^zij/'— i , ove per i s^gni vagliono le 
solite regole . Non così succede se devono moltiplicarsi tra loro 
due quantità imaginarie : poiché essendo qualunque radice qua* 
drata moltiplicata in se stessa eguale alla quantità posta sotto 
il segno radicale j saràj/ — iXl/ — 1= — i » e quindi 
flj/'--i.èl/'— i=aA|/'— 1.(/— i=aèX— 1:^-^^*, cioè il prodotto 
di due quantità a|/'— i , ij/— i imaginarie positive è reale e ne- 
gativo =:— aii Lo stesso deve dirsi del prodotto di due quantità 
imaginarie negative ; perchè 

^•^'^/^iYt'AY'^i^ Se poi le quantità i^ia- 

ginarie sono di diverso segno, il prodotto è positivo, poiché 

a\/'-\Yr^-'^'==^'^h^'-^y}^ Poste que- 

ste cose è facile adesso il moltiplicare tra loro le quantità ima- 
ginarie complesse , come mostra il seguente 

Esempio 

Si debbano moltiplicare tra loro le quantità 
4a-f.3|/'il/— i-f-acj/— 1, 6a— 2)/i|/— i-|.3c|/— I ; il prodotto 
si troverà come segue. 

4^-h3|/'4/— I -♦-2C}/— I 

■ -»-iaacl/'— I — Qcj/^ — 6c^ 
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Se una quantità ìinaginaria si dovrà dividere per una reale, 
il quoziente si otterrà osservando per i segni le solite regole , cosi 



2- nij/'— I. Ma se una quantità reale ah si dovrà divi-» 

— ^ 

dere per una imagìnaria ij/— l , il quoziente sarà ìmaginario e 

negativo, cioè =z — a\/ — l ; poiché 

ab a ^ar/— I — 4/— 1_ , / n ^ 

7— y — ^=— ? — =—7 -y — ^ =:— al/— I . Cosi pure 

&l/— 1 |/— 1 ^— ix— |/— 1 I *^ ^ 

— «* — « — fli/— I . . . : M j- • 

— r-/ — ^= y — := -> — ^ 7 — = — o\/ — I : Cloe se il divi- 

dendo reale e il divisore ìmaginario avranno i medesimi segni, 
il quoziente sarà negativo; se avranno segno diverso, il quo- 
ziente sarà positivo. Se poi la quantità imaginaria aA|/'— i si 
deve dividere per l'imaginaria ij/ — i, il quoziente sarà =a, 

perche , . — z=l — -r ^=a; e cosi pure — ■ y — ""^ > 

aij/— I ^ - ^ — aJ(/-.I , ^ . 

— ; — - — =: — a, e finalmente -r-z =:a, cioè in questo caso 1 

— *(/— I — il/— I 

segni' si regolano al solito . Per la divisione degli imaginarj com- 
plessi diamo il seguente 

Esempio 

Si debba dividere la quantità 
22j.aa-t-ioai|/— l-f-a4^cl/'— l-HÓ^a- Sic— 6c^ per la quantità 
4a-+-3il/'— l-+-ac|/ — I ; l'operazione si farà come segue. 
4«-+-3t|/— i-t-acj/- i)24«^-t-ioaA|/— i^fl4ac|/—i-t-6è^— Sic— 6ca 

6a— aij/- i-4*3c|/— 1 )a4^''-»-i8flil/— i-»-iaac|/— I 

— 8fl&|/— 1 H- 1 aac|/— 1 -t-ó* « — Sic— 6c * 

— 8ai|/— I H-6i^^4ig 



laacj/— I — 9ÌC— 6c* 

o 
Passiamo alle potenze delle quantità imaginarie, e sicco- 
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me «l/— iX«|/— 1=— ^*> «arò (ap/— 1)2=— a»; quindi 

(oj/— 1)*=— a^.flj/— 1=— o»l/— I , 

(aj/-i)^==---a*|/— i.ot/— i==aS(<2j/---i)*=:a*.oj/-i=a*j/;--i, 

(a|/— i) fina *|/— I . op/— 1=— tì « , {a\/—i) '=— « 'j/— i , 

^^1^ — i)»=;a», ec. Sono danque reali tutte le potestà pari di 

(<2|/ — 1), imaginarie le dispari ; e per riguardo alle potenze pari , 

esse sono positive se la metà del loro esponente è pari, negative 

I 

se è dispari, cioè è sempre (oj/— i) zza »e m è pari, 

^a\X'^ì) zZ'-^a se m è disparì . Le potente dispari son posi- 
tive, se tolta l'unità dal loro esponente, il residuo è parimente 
pari , o sia divisibile per 4; se nò, sono negative. Così 

(aj/— i) zza .|/^— I se /ne pan, 

(a^X— i) =r— a .j/— I se w e dispari . Le potestà 

degrimaginarj complessi si troveranno per mezzo del teorema 

Newtoniano, è sarà 

/ 1 y \n n n^^i'i, • w(w— i) «— a,. 
(a-hi|/— i) zza -^na b[/'-i ■ a , b^ 

— -J ^5 -a 6*1/— 1-4- ec. 

Abbiamo fin qui supposte le quantità imaginarie formate 
dalla somma di una quantità reale, e di un'altra reale molti* 
plicata per [/ — 1 ; e ciò abbiamo fetto , perchè è stato dimostra- 
to dal Sig. à* Alembert y che qualunque quantità imagìnaria si 
può sempre ridurre alla forma ^-♦-jBj/'— 1 , ove A e B sono 
quantità reali. La verità di questo teorema è chiara per ri- 
guardo alla somma e alla sottrazione, ed anche alla moltiplica- 
zione, perchè il prodotto delle due quantità a-4-ij/ — i, e 
c-h</|/' — I è :=ac-f-arfl/— i-hAc|/'— 1 — èrf, cioè della forma 
^-4-B^— I posta Azzac — bd , e Bzzad^bc. Della medesima 
forma è pure il quoziente nato dalla divisione delle quantità 

imaginarie, poiché — ; moltiplicando di sopra e di sotto 

e I *t4.^y "^1 

per e— in/— <: diventa ^ --^ 
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:3 , — i.-- — —1/ — X , ove perciò A:z2 r-, e .fcr r- • 

Abbiamo veduto di sopra essere 

■ 

7i(n—i)(w— 2) /i— 3,,. / 
,^-j L La ^s|/— 1-4- ec. 

Onde se ponghiamo 

. n wj/i— 1) yi— a|., . w(/?— i)(n— a)(/i— 3) yi— 4^^ 

^...a a ^"-+- ^7-—- a 'p*— ec. 

^ a .9 .4 

o /»— I, n(n— i)(w — a) ti — 3,, 

B=zna b ^ '-- '-a 6'-+-ec. 

a. 6 

ne nascerà (a-hi|/^—i) =-<^-»-iBp/—i • Se facciamo n fratta, 
avremo ridotte alla medesima forma le' quantità radicali ìmagi- 
narie . Rimane il caso , io cui l'esponente n è egli stesso imagi«- 
nario, il quale insegneremo a ridurre, quando ci saremo un po- 
co più inoltrati . • 

CAPITOLO VII. 

Della risoluzione de* Problemi, e delV equazioni 

del primo grado , 

3o. 

\/uello che abbiamo detto fin qui sul computo delle quantità 
6i deve applicare alla soluzione de* problemi, nella quale consi- 
ste l'uso dell'Algebra. Poiché dalle condizioni date tra le quan- 
tità cognite ed incognite l'Algebra insegna adetenminare il rap- 
porto, che passa tra queste e quelle. E siccome qualunque pro- 
blema si raggira intorno alla quantità, qualunque condizione 
di esso si ridurrà sempre ad un rapporto di eguaglianza tra le 
quantità incognite in qualsivoglia modo mescolate con le co- 
gnite , il quale si chiama equazione , e si divide in due membri 
dal segno =r di eguaglianza. 

Allorché é proposto qualche problema, convien primiera- 
mente farsi un idea chiara di ciò che si cerca, distinguer bene 
le cognite dalle incognite, rappresentarsi ed esprimere adequa- 
tamente tutte le condizioni del problema, e resecarne tutto ciò 
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«he vi è d'inutile. Sopra questo nulla in generale si può inse- 
gnare; l'uso solo e l'esercizio possono renderlo facile. Quando 
poi tutte le condizioni del problema sono state espresse per al- 
trettante equazioni , convien risoli^ere queste , cioè ricavarne il 
valore dell'incognita . Questa seconda operazione non è così in- 
certa come la prima, poiché, data una equazione, alcune regole 
fisse insegnano il modo di ottenerne il valor della incognita. 

Siccome la varietà infinita de' problemi conduce ad infinite 
equazioni di una forma diversa, hanno stabilito gli Analisti di 
dividerle in varie specie o grarfi^ i quali riconoscono l'origine 
«d il nome dall'esponente dell'incognita; in modo che quelle si 
dicono di primo grado, nelle quali il massimo esponente dell'in- 
cognita è :=! , di secondo se il massimo esponente è =Z3, di terzo 
-se è =z3, ec. E quantunque questa distribuzione dell'equazioni 
sembrar possa ar^traria , si vedrà in seguito che essa dipende 
dalla natura dell'equazioni, e dai diversi metodi di risolverle. 

3i. 

Allorché si è? tradottò il 'problema in equazione, convien 
risolverla, cioè rìdurla-ad un' altra , in un membro della quale 
sia la sola incognita , nelF altro le sole cognite : e qui sì osservi 
«he le quantità incognite saranno in seguito espresse per mezzo 
delle ultime lettere a? ^ y , z , a , ec. dell'Alfabeto, le cognito 
per le prime a , b , e y ec. Le regole per risolvere l'equazioni di 
primo grado , delle quali adesso parletemo , sono tre , da usarsi 
secondochè l'incognita è diversamente involta tra le quantità 
cpgnite ; ora ciò può succedere in tre modi , o mediante la som- 
ina e la sottrazione , come nell' equazione a7-H3=r5— ^ ; o per 
mezzo Sella somma della sottrazione e della moltiplicazione, 
come nell'equazione 4^— 6=:aa?-*-i6 ; o finalmente anche me- 
diante la divisione . 

Sia data requa2Ìone*4^-4-3±:i2— air, e da ambedue i mem- 
bri si sottrag^ 3, i residui 4X-4-3— 3, la — 2x — 3, cioè 4a?, 
la— aj7— 3 saranno eguali, o sia 4^x:=zi2, — aa; — 3, ove il termine 
-+-3 dell' equazione data è stato posto dal primo nel secondo 
membro mutandogli il segno, e lo stesso può farsi in generale. 
Adesso ai membri di quest'ultima equazione ^x=ia,^2x — 3 si 
aggiunga aa?, e ne verrà 4^-^^^^^2-*'2^— 3-i-aar, cioè 
4^-4-ajc=ja— 3, ove il termine— aa; mutato il segno è stato tra- 
Tom. J. f 7 
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sportato dal secondo membro nel primo. Di qui nasce la prima 
regola: qualunque termitie, cioè, può portarsi da un membro 
nell'altro salva l'equazione, purché gli si cangi il segno. Per 
mezzo di questa regola si possono ridurre in un membro tutti i 
termini ohe contengono T incognita, non comprendendo l'altro 
che quantità cognite. Per far ciò si scriverà di nuovo l'equazio* 
ne ponendo nel primo membro i termini affetti dall'incognita 
con i loro segni se erano nel primo membro, con i segni mutati 
se erano nel secondo, e tenendo Tistessa regola per riguardo al* 
le quantità cognite da collocarsi nel secondo membro. Cosi l'è* 
quazione 73?— 81=60?-+- 1 4 diventa 7^— 6a?=i4^-H8, cioè x^:^2, e 
l'equazione aX'^C'^cscz^aC'^x si riduce ad avr—<?^H-&a?=ac— 5c. 
Allorché tutti i termini affetti dalla incognita sono stati 
posti nel primo membro, fatta la riduzione si deve osservare se 
l'incognita \è moltiplicata per l'unità, o per un altro fattore: 
nel primo caso l'equazione è già risoluta, eome succede nella 
seguente 3 j7-«-4^=2J7-«-8 , la quale trasponendo i termini diventa 
ix — 2ar=8 — 4> cioè x:=i^y e ci dà il valore dell'incognita. Neil' 
altro caso, in cui l'incognita ha un coefficiente diverso dall'u- 
nità, convien per esso dividere il secondo membro. Così l'equa- 
zione 8aM-6=:3o— 4^ trasponendo diventa òx^j^J^xzz,^o-^f^ y e ri-. 
ducendo I2:r=a49 ^^ ^^^ dividiamo per 12 l'uno e l'altro mem- 
bro , si manterrà l'equazione, e sarà =r— , o sia a7=iì. Quin- 
di se dopo la riduzione l' incognita è moltiplicata per qualche 
quantità, si scriva sola nel primo mèmbro, e si divida pel suo 

coefficiente il secondo membro. Così se axzdbc. sarà arzr — , e 

a 

più generalmente se abbiamo l'equazione ax-^ic-'-cxzzac—bx ^ 

che per la trasposizione diventa ax-i-ij;— c:r:=:ac— ^c , o sia 

(a-i-i— c)a:=:ac — ic, dividendo avremo jr= — - : in modo 

che, se il primo membro è composto di più termini, bisogna di- 
videre il secondo per la somma di tutti i coefficienti . E poiché 
il coefficiente ài x h l'unità, se avremo l'equazione ar-f-ajTzrè, 



sarà ^ — . 



Queste regole hanno anche luogo, se T equazione è compo- 
sta di frazioni ; ma in questo caso torna più conto di mandar su- 



y 
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;>i 



bito via le frazioni. Proposta l'equazione -t--+-4=-f'-*"I^"*~~"> 

se moltiplichiamo tutti i termini per 3 denominatore della pri- 
ma frazione, questa salva l'equazione anderà via, ed avremo 

— 7c— -♦-la:^— ?---h3o— , o sia aa7-4-ia= -7— -«-'o— . 01- 

3 5 7 5*7. 

milmente se moltiplicheremo questa equazione per 5 denomi- 
natore della prima frazione che rimane, anche questa se ne aa- 

derà, ed avremo (oa7-«-6o=:ia:r-«-i8o— -^^ — . Finalmente molti- 

7 -, 

plicando per 7 denominatore della frazione rimasta avremo l'e- 
quazione 70a7-«-4aozz84^-«- 1260— 75^7, che^non contien più al- 
cuna frazione . Quindi per liberare un'equazione dalle frazioni 
bisogna moltiplicare tutti i termini per i denominatori di cia- 
scuna frazione. 

Le frazioni si possono anche eliminar tutte per mezzo di una 

«ola operazione • Si riprenda l' equazione — -^-4= -f" -+-ia— — , 

e le frazioni -5-, -r, -- si riducano al medesimo denominatore, 

357 ' 

lo. che farà diventar l'equazione -^-♦-4=--t*-+-i5ì— ^3P. Se an- 

^ 100 ^ io5 ICO ^ 

che i numeri 4 e la si ridurranno in frazioni del medesimo dé^ 
nominatore ic5, si avrà 70a7-4-4ao=84^-»-i 260—75^ , come so- 
pra . Per eliminar dunque le frazioni convien moltiplicare i ter- 
mini interi pel prodotto di tutti i denominatori, ed il numera- 
tore di ciascuna frazione per i denominatori delle altre. 

Dopo queste regole tutta la difficoltà nella soluzione dei 
problemi di primo grado si riduce a porre il problema in equa- 
zione* Per renderci ciò familiare, ci eserciteremo ne' seguenti 

problemi. n ^ t 

^ Problema I. -^ 

„ Tra un padre ed il di lui figlio vi corrono quaranta an- 
9, ni, e gli anni di ambedue presi insieme sono cento; qual' è 
„ r età di ciascuno? „ 

Sia l'età del padre zzar, e siccome il figlio è 4o* anni più. 
giovane del padre, per aver l'età del figlio converrà sottrarre 
40. anni da quella del padre , e sarà perciò l'età del figlio zza?— 40. 
Ma per la condizione del problema le due età prese insieme so- 
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no =100; avremo dunque ^-+-0:— 40=100 cioè aa:— 40=100, che 
è l'equazione del problema. Da essa per mezzo della trasposi- 

2Ìone abbiamo 2:r=zioo-H4o=f4o> e finalmente :n=-^=70. Co- 
nosciuto il valore di x^ cioè Tetà del padre, avremo quella del 
figlio =:j7— 40=70— 4o=3o . 

Generalmente se di due quantità ^ ed j è data la somma a 

e la differenza i, sarà xzz , yz^ , cioè la quantità mag- 
giore sarà eguale alla mezza differenza aggiunta alla mezza som- 
ma , e la minore eguaglierà la mezza dìfrerenza sottratta dalla 
mezza somma, «ri tt 

• 

9, Un padre ha lasciati morendo looòo zecchini da divi« 
,, dersi tra ì suoi tre figli in n^odo , che il maggiore abbia 2000 
,9 zecchini più del secondo, ed il secondo 3ooo più del terzo: si 
„ cerca la porzione di ciascuno. ,, 

Sia X la porzione del primo, quella del secondo sarà 
a7-raooo, e la porzione del terzo or— aooo— 3ooo ; ora queste tre 
parti dovendo formare T intiera eredità di iccco zecchini avre- 
mo ar-4-j^aooo-»-a7—5ooozi 10000, cioè 3^—7000=10000, e trà^ 
(ponendo 3jczioooo-«-700o=:i70Òo, e dividendo per 3, 

xzZ"-^ — =:5666-4-~, che è la porzione del primo, la parte del 
secondo sarà 5666-H-7T-— aooo=r3666-»— 5-, e quella del terzo 

3666^ |-.3coo=666h.|- . 

Più generalmente sia proposto di dividere un numero qua- 
lunque .ft in tre parti in modo, che la prima superi la seconda 
della quantità a , e la seconda sia maggior della terza della 
quantità a'. Posta la prima parte zz^ ^ sarà la seconda =a: — a, 
e la terza =Lr — a— a'; onde avremo l'equazione Sa;— aa— a'=:i , 



3 

Si debba adesso dividere la quantità b in quattro parti in 
modo, chela differenza tra la prima e la seconda sia a, tra la 
seconda e la terza a! , tra la terza e la quarta a". Posta la prima 
parte zzx^ il calcolo si farà come segue: 



t 
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X 



dalla qual' equazione si ricava xzz 



4x— 3a— aa'— a"=i4 



4 

Neil' ìstessa guisa se la quantità h si dovrà dividere in 5 
parti, e le differenze incominciando dalla prima siano per ordi- 
ne a, a', a", a"', fatto il calcolo si troverà es^er la prima par- 

te, Cloe cr^;:— _— — , £ similmente se le parti saran* 

no sei, e la quinta differenza zra^^, si troverà 

^"^^ T . jxja se le parti fossero due sole , 

abbiamo di sopra trovato a;z: . Riunendo insieme i valori 

trovati di x formiamo la Tavola seguente: 

Numero La massima delle 

delle partii parti zzx m 



:i 



ià 



6 



,tn 



jy 



x=z j^ 

4 

5 «=_J^ . 

, J-4-5iJ7-4-4«'-*-3a"-i-aa'"-f^J 

ti jFS: ili 

ec, ec. 

Apparisce da questa Hi vola che il denominatore di ciascun va- 
lore di a? è eguale al numero delle parti; nel numeratore poi il 
coefficiente del secondo termine è sempre minore dell'unità che 
il denonfùpatore, e gli altri vanno sempre decrescendo dell' uni- 
tà fino all'ultimo, che è =i . Onde se il numero delle parti sarà 
iw, avremo la formula- generale così espressa: 

m 



\. 
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P R O B L E M A III. 

yy Se da una quantità si sottrae la di- lei metà e uno di più, 
„ jda quel che rimane la metà ed uno di più, da questo secon- 
„ do residuo la metà di nuova ed uno di più, e si trova che 
„ quel che rimane è ni , trovare la prima quantità. „ 

Sia quella quantità =07, eia di lei metà accresciuta dell'u- 



nità sarà 3;-'-«4*i:=Zr~*-, la quale se si sottrae da x ci darà per 

residuo r--*-,. L»a metà di questo residuo accresciuta dell'unità 

è n — - — Hizr-^ — , la quale sottratta dal medesimo residuo ci 
4 4 

darà——. Questa quantità divisa per a ed aumentata dell'uni- 

tà àiventa -^ — hi=:— 3— , e sottratta dal secondo residuo — -— 

00 4 

ci darà-^— -— — zz-^^-2, il quale ultimo residuo per la con- 
400 

dizione del problema è =1 . Sarà dunque ■ ^ :z:i , cioè 

ir— 14=8 , e quindi :r=:8-«- 1 4=^2 • 

Risolviamo adesso il medesimo problema più generalmen- 
te, adopran do le lettere invece dei numeri. Le quantità cioè che 
in ciascuna sottrazione si aggiungono alla metà del residuo si 
chiamino respetti vam ente «,a', a", «'", ec. e l'ultimo residuo 
dato si dica b. Posta la quantità cercata =0:, sarà la di lei me- 
tà accresciuta di a=r*— wz^ , la quale sottratta da x ci 

da a?— zz— •— • oe questa residua e dato sarà : ^o , ed 

Ma 46 roperaxione si dovrà continusftie, si prenda del resi- 
duo trovato la meta , e questa msieme con a sot- 

^ 4 

tratta da ci darà ^n—r a ;= ^ ; u qual re- 

a a 4 4 

siduo posto =&, avremo x— '2a— 4a'=l^ , cioè a:?=^i<4*i^a-«-4A\ 
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* Neir istfesso modo la metà dell'ultimo tesiduo **" fl|-^^ 

4 

insieme con a" sottratta dal medesimo residuo ci dà 

. :i^— ^ — a =: ^ ■ ■ - ^ e- posta questa 

quantità :rdb, abbiamo ìr:^k-^2a^4^'-^tì!' . Continuando le 
sottrazioni avremo altri valori di :r , i quali saranno come segue* 

Numero delle Valori della 

sottrazioni quantità x 

4 ar=a*ÌH-aa-t-a*a'-*-a*a"-4-a^a"' 

ec. ec. 

Onde se il numero delle sottrazioni sarà m, avremo 

ir=a'^A^2a^aM'H.a»a"^a*a'"^2*a'^ , . .^a'^a^^""^^ . 
Si debba per esempio trovare una quantità , dalla quale 
sottratta la metà e due di più , poi dal residuo la di lui metà di- 
minuita di tre , e finalmente da questo secondo residuo la di lui 
metà accresciuta di quattro , rimane io. Avremo mi^S, kzio, 
«r=a, a"=4/^'="-3, ove questa quantità si prende negativa, per- 
chè nella seconda sottrazione la metà del residuo non è accre- 
sciuto come nelle altre , ma diminuito di tre ; e la cercata quan- 
tità sarà a=8o-4-4— '2-*-3a:=:lc4• 



pB0BLEMA IV. 

,y Più generflmente se da una quantità si sottrae la di lei 
„ parte n.®"*»* e di più la quantità a, dal residuo la parte 
„ n.^"*»* e di più a\ e così in seguito si prosegue l'operazione 
yy nella medesima forma , e dopo varie sottrazioni è dato il resir 
,9 duo zzb^ trovare quella quantità. ,, 

Sia X la quantità cercata, e la di lei parte 7i.«»™*— insieme 

con la quantità data a sottratta^ da ^ ci . dà il residuo 

^— azm , li quale se si pone =», si ottiene 

«— i);r— zia=w, cioè :g=s 
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La parte n.*"*"* del tediduo sottratta msienie 



con 
n 



a! dal medesimo residuo ci dà il secondo residuo 



questo =&, abbiamo (/^— i)aj>-i/i(«— i)a— n*a'=:/J*i, cioè 



Se continuiamo l'operazione, troveremo i residui 

(n— i)^ar— n(/i— i)»/:f-— wa(/i— TJag^— ws(;t— i)q^^— ;2^a^^' 

ec. 
dai quali ricaviamo i valori di x cioè 

ec. 

'Acciò miglio si comprenda la legge che osservano questi valori , 
si dispongano per ordine come segue: 

Nùmero delle . 



Valori di x 
sottrazioni 



• • 



I 



2 



n — 'I 
n a ^-»-w(/2— T )fl-f-n a a' 



(/l-l)a 
a rt'^-l-«(w— f)3/i-»-na(w— i)fl'-4-n*/»" 

n^^nfn— i)<a-t-R>(/i— T)'«'-+-/t<(R— i)a"-«-n«a"^ 



^ — («-1)4 

ce, ec^ 



Di qui apparisce che , se il numero delle sottrazioni è ':^m, sarà 
« ^-4-n(/i— i) a-+-n^(/i*-i) a-*-n*(/i— i) a -f-ec. 

■ ■ I 1— ^— ——■■■■ ■■ m i I I III II —— —— yi^— .—^i^w^^^— — r 

(l»— l) 
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Se n=:a , avremo il caso contemplato nel problema prece- 
dente , e sarà . m , _ , . r, 



come sopra. 

Se w:=3, cioè se dovranno sempre sottrarsi le terze parti, avremo 

3 &-4-3.a aH-3*.a ^i-4-3*.a a -nec. 



a 



•e cosi in seguito . 

3a. 

Nei problemi^ che abbiamo risoluti , da una sola equazio- 
ne determinar si doveva il valor delia incognita. Ma alcune 
volte conviene ammettere più incognite, ed il loro valore ri- 
tjercar jbì deve per mezzo di altrettante equazioni . Un esempio 
ce ne somminìstrexà il seguente 

Problema V. 

« 

„ Trovar due numeri x ed y tali, che il primo accresciuto 
,, della -quantità a stia al secondo diminuito di b nel rapporto di 
„ e ad/, ed il secondo accresciuto della quantità e stia^al pri-i 
yy mo diminuito di d come g ad k. „ 

Per le condizioni^ del problema abbiamo a?-»-a : 3^— fcze :/, 
ed y-^-^iX'-^^igih . Da queste proporzioni ricaviamo le due 
equazioni ey-^focrzaf-^e ^ g"^— Ay=:cA-i-rfg', dalle quali dobbia- 
mo dedurre i valori di j: ed y. Si prendano dall'una e dfi^ll' altra 

1.1. j ■ /. af-^e-^fx sX'--^h-^g 
1 valori di x ed j, e sa ranno questi, yzt^ -—^yzzf^ r* ^ . 

E siccome i due valori trovati della quantità y devono essere 

■i. af^he-^fx ex-^ch — de . , 
eguali , avremo -^ ^—=5 2 cioè 

e ' ri ' 

^pir^heh-^cehr^egneg^^fhx y e quindi arzi-^ itlL-itLf? . 

Sostituendo adesso questo valore di x nella equazione 

af^e-^-fx 

• ^— , avremo 

. e 

Tom. L 8 . 
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L'iateMO metodo io geaerale si può adeprare, q^alttnque 
ffiano le due equazioni , poiché «^se si ridurranno sempre tuia 
forma Ax-k-By=lC, A'x-i-&y=C, ove A, B, C, A', Bf, C espri- 
mono qualunque quantità cognita . Da esse si ricava 

^""^^ , y^^^^ , e perciò B'C-AB'x^BC-A'Bx , ed 



B ' 

B'C se* 
= jnf y^ . Invece di prendere i due valori di y basta molti- 
plicare la prima equazione per B\ e sottrarre la seconda molti- 
plicata per By e si otterrà subito l'equazione senza y^ 
jiB'jor^A'Bx^zB'C-^BC' . Allorché si giunge ad una equazione 
ov^ più non è U y, 9i dice che la j è s*tata eliminata. Se ades^ 
eliminiamola of moltiplicando la prima dell' eq musoni propo- 
iite per A^j e sottraendone la seconda moltiplicata per A avremo 
l'equazione A'By-^-AB'y^iA'C'^AC , dalla quak si ric^v^ 

Nella medesima guisa si deve operare, quando son date più 
equazioni e più incognite . Date le tre equazioni Ax-^By'^^zzzD, 
A'jc^ffy-^Cz^D' , A"cc^B''y^^"z=zD'' , sarà 

s= ^ =^, z= ^7 , z= ^77, :^i de quah 

valori di'z se due qualunque si paragoneranno tra loro, ne nau- 
seeranno due equazioni tra due incognite , c^e si tratteranno 
come sopra. L'istesso deve intendersi di qualunque numero di 
equazioni, le quali si ridurranno continuamente ad um nume^ 
ro infi^jriore di una unità, mediante l'elinìinazione di una delle 
incognite. 

Qilesto metodo generale può alcune volt© ricevere qualche 
semplicizzazione , ma questa dipende senipre dalla fórma deire- 
quazioni medesime. Per darne un ese%pio in un caso assai ge- 
nerale siano proposte tra 7% incognite x^ y^ z, u, ec, n equazior 
ni della fo^mia 

A x-^B {y^z-k-u^ ec,)=rC 

A^ J-4-fi' (a7-i-«-Htó-+? ec.)±=C7 

A^z^-JhB" (a?-i-ylMi-4- ec.)eC" 

ATur^B^lx-k-y^z^ ec )=Cr' 

ec. . 
Dalla forma di quest'equazioni apparisce^ che, pOsta la 
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somma di tatt« le incognite x-^y^ ^ ^^-u ^ ^-ee. scA^cìaseuita di e«* 
se non conterrà che due sole incognite ; poicikè diTenteraniio 

J ìit-hJB (r— a:)2sC 

A' y^B (r-3r)=(7 

à ' ec. 

Da queste si può ottenere il valore di ciascuna delle inco« 

gnite a?, y ,.a,ec. espresso per r, e sarà ^»?=i-j — b"» y^= .^ p T > 

^^-Trr — 557r> ®^' ^^ rnodo che sarà noto il valore di tutte le in- 

cognite, subito che sì conoscerà quello di r. Ad ottenere il va- 
lore di r si sostituiscano i valori trovati ài x^y^z^ ec. in uxia 
dell'equazioni proposte, per^empiq nella prima ^ e si otterrà 
Tequa^zione . * ' , 

la quale ci darà il' valore di r; e trovato questo se ne dedurran- 
<i^o i valori di tutte le ìnckìgnite xt^ j^ z^ ec. 

CAPITOLO VflL 

DelV equazioni del secondo grado ^ e dette altre 
òhe ammettono una simile risoluzione » 

Mìspésto tutto ciò che appartiene all' equazioni del primo gra*- 
do, passiamola considerar quelle del secondo. ]j. gt^do di una 
equazióne è eguale al massimo esponente della incognita ; e per- 
ciò l'equazioni del feoondo ^ado eonténgéno l'incognita inal- 
zata ^1 quadrato. Tré ({i verse spepìe ai termini si trovano dun- 
que nelf equasì^ni del iecondo mào ; j|)Vìm!i^ra{)fente vi Sono i 
termini' afiatto cogniti., prà r ^rmiiìi affetti dalla sola inxx^ni^ 
ta,* e finalmente quei che innwvono il quadrato dell'incògnita. 
Onde se A9 B, C esprìinoAcr^an^ità cognite o positive /o net- 
gative, qualunque equasione del seconda grado iarà cosi'éspre^ 
sa, Ax'* — Bx^'CzsOi ove tutti i termini si' polìgono nel primo 
membro, perchè que^a forma è più Comoda. Se manca il se- 



è- 



\/\ 
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Gondo termine, cioè se B=:o, l'equazione prende la forma 
^^^— Ci^o, e sì chiama equazione jc^ara . 

Per incominciar da questa, poiché ^j?'*— C:=o, dividendo 

C 

per A e trasponendo avremo ar^:=-j, ed estraendo la radice 

■j. Ora siccome la, radice quadrata di qualunque quan- 
tità può esser tanto positiva che negativa, la radice della quan- 
tità -j sarà tanto -^X/ "j quanto — \/ -j-, onde adoprando 

il doppio segno dt sarà aTZZitl/^-^ , cioè due saranno i valori di 

a?, uno positivo e l'altro pegativo, i quali valori egualmente 
soddisfanno all'equazione proposta, e si chiamano le di lei ra*- 
dici. Si osservi che posta A sempre positiva (perchè se fosse 
negativa mutando i segni dell'equazione diventerebbe positiva), 

■j sarà reale , e reali 

saranno i due valori di x . M^ se C sarà negativa, allora t/^-j > 

sarà imaginaria, e come in tal caso l'incognita non ha alcun 
valore reale, il problema, che ci ha condotti ad una tal' equa» 
zione, sarà impossibile a risolversi . Sia proposto per esempio di 
trovare un numero, la di cui metà moltiplicata nella terza par- 
te sia eguale a a4. Sia a; il numero cercato, e la di lui metà 

— moltiplicata nella terza parte -r-. essendo =-7- > awemo -^-=24, 
ed 07^=1144? e quindi ^r=r±^/j44^=^i^« ^ ^^^ valori -+-i a, e 



X ^ X 



— la soddisfanno egualmente; perchè se :c=:ia, èi--==6, -ó-^^» 

e 6X4=^4: se 57=5— la, è — =—6, —z:— 4> © -^6x— 4=^4- 

Dall'equazioni pure passiamo alla risoluzione dell' equazio» 
.ni di secondo grado complete , cioè di quelle che son comprese 
nella fcwrma più. generale Ax^-^^L^'^C:^ * Per ridurla all'altra 
forma più semplice. ponghiamo iray-i-c, ove y è una nuova in- 
cognita, e e 'lina quantità da determinarsi a piacere, e sarà 
a?2^ya.^2cy-4-c* . Sostituiti nella proposta questi valori di x ed 
X? ^ssa diventerà -4j*-h-(2;(ic— .B)y-*-^c^— jBc— C=o , e ^e ne 
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manderà via il secondo termine , se si prenderà la quantità arbi- 

traria e in modo, phe sia a^c— JB=o, o sia <^= r^- Posto que- 
sto valore di e l'equazione precedente diventerà 
Ay^ 5 — Gzro , ed y*= — j-^ — , ed estraendo la radice , 

^ y= \a - '^ ^y-^^ = \a ' ^" ^"'- 

ì^ espressione presenta ambedue le radici della proposta . 

Se nell'equazione A<ìc^'^Bx'^Czzo il coefficiente A rimane 
. sempre positivo , ma si cangiano in qualunque modo i segni de- 
gli altri coefficienti , ne nasceranno queste quattro forme : 
\. Ax^-^Bx^-Czzo , II. Ax^-^Bx^^zno^ 

III. Ax^^Bx-^-Czzo , IV. ^ra— Ba7.t-C=o, 

«Ue quali corrispondono le seguenti radici ; 



a^ ' * . a^ 



È facile il vedere, che la prima e la seconda di queste formula 
sono sempre reali^ perchè |/'(iB»-:#-4^C) non diventa mai imagi- 
naria; mala teresa e la qudi;ta possono essere e reali ed imagina*- 
rie; saranno cioè reali , se sarà B^>J{AC ^\n\9i^vk2Lx\fi se£«<4^C: 
onde dalla forma medesima dell'equazione si potrà subito giu- 
dicare, se le di lei radici sono reali o imaginarie. Venghiamo 
ad alcuni esempj « 

P R O B LE M A L 

„ Un giuocatore, di i6o zecchini , che aveva prima di giuo- 
,, care, ne ha perduti alcuni, poi avendone guadagnati 6a9(> 
„ non solo si è rifatto di quei che aveva perduto, ma di più gli 
,, ha tante volte moltiplicati, quanti erano gli zecchini rima sti*- 
„ gli dopo la prima perdita: si cerca il numero degli zecchini 
,, da principio perduti „. 

Sia X questo numero , e per le condizioni del problema do- 
vrà essere il guadagno 6a98 eguale ad x^ più ad x moltiplicato 
in i6o— a:; onde nasce l'equazione óagflz-r^-Hióoar — a;*, o sia 
x^— iióiar-i-óagteto; Se paragoniamo questa -equazione con la 
quarta delle formule precedenti, troveremo 



»v 



6a . ELEMENTI 

r= ^< JLi3^^ — ■ "**' " . Quindi due sono.ì valori di a?, cioè 
% a 

. ^=94 > ®d oxss — — *-=;62 I i quali soddisfanno egual- 
mente al problema proposto.. 

P R O B L E M A II: 

,, Trovare un numero , il di cui quadrato sia eguale al me*- 
. ',) desimo numero prima diminuito di tre unità > poi preso tr^. 
„ volte „ . 

Sia il numero cercato r=;2r, ed il di lui quadrato x* doveu)» 

do eguagliane il triplo di a?— 3 , saràa?*rr3fl;*-<) , cioè jp*— 3j?-4-gìt=:o. 

Paragonando questa equazione con la formula quarta troveremo 

3=ti/(or^36) SsfcL/— 27 -, j . , . j. 
ariTT — ■ izz— i- -^ . Essendo 1 valon di x imagmar) , 

questo problema non può risolversi, e ne nasce il teorema » 
che non esiste alcun mimerò^ il di cui quadrato eguagli il triplo 
della differenza tra questo numero ed il numero 3 . 

34. 

Il metodo, di cui ci siamo serviti per risolvere T equazioni 
del secondo grado , si estende ad altre de'gradi superiori, le 
quali perciò si chiamano derivative del secondo grado . Sia data 
in primo luogo l'equazione -^cr*-4*J9x»-4-C!=o,eposto af*tzy, es- 
sa diventerà ^y"-»-jByHhCt:;o , onde si ricava 

y=— — -^^ ■ — ". Ma siccome abbiamo «upposto j^nx»^ 

sarà acrd^/j , cioè og ìT^ ^ - ^ ^ . ^ ^ la qual forma 

presi in tutti i diversi modi possibili i segni -4- e — ci dà quat- 
tuo raaici , cioè :«=|/^ ■ ■■■ ^ ^ — -^ ^, 

—^V i3 ' "^ ^ l-A ' 

^;=— 1/ -: A — * Prendiamo per esempio 1 equa- 
zione a: ^—5^^^4=^c» r ^^^^ <{'^^ si giunga) allorché si eercano 
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due quadrati, de' quali è data la «omma ^5 , ed il f)Todotto =24. 

;e=r±j/4=r±:a, ed a;r=:tfc|/i=:=fcip. Le quattro radici della pro- 
posta sono adunque 07=2 , xr>— 2, xzzi , a:=r— i , le quali tutte 
soddisfanno al problema, e ci fanno conoscere essere i quadrati 
richiesti 1964* 

Nella precedente soluzione siamo giunti ad espressioni in- 
volte in doppio segno radicale delU forma |/'(ah-|/'^) . Alcune 
volte succede che dal radieale a-f-|/^^ si possa dì fatto estrarre 
la radice quadrata , lo che, siccome rende l'espressioni più sem- 
plici, vediamo come si possa eseguire . E primieramente $i ob« 
«eivi che il quadrato del binomio l/y^h{/x è una quantità , di 
cui un termine è razionale ^ e l'altro irrazionale del medesimo 
nome; infatti ([/y-f^/'jr)*r:j-4-r-f-a|/^yar: onde reciprocamente 
^y-¥\/x sarà la radice quadrata della quantità y-4-a:*f-aj/y^« 
Ora proposta qualunque quantità a-f-p/^^ dalla quale si debba 
estrarre la radice quadrata facciamo questa quantità 
r^ j-^^-i-aj/y a: , o sia paragonando tra loro separatamente i termi- 
ni razionali ed i radicali y-^xzza^ e si\/yxz:\/b^ cioè ^yxzdb^ 
La prima equazione ci dà j*-HayjiM<r*=:a« , e da questa sot* 
traendo -la seconda abbiamo j*-*aya7-Kr2i2a*-rA, ed estraendo 
la radice quadrata j— %acs|/^(a'*— i). Da questa equasìone e (^al- 

la precedente y'¥<£::za si ricava yzz. — —^ ^, 



xzz ~^^ ■ ^; onde la radice quadrata della quantità O'-^^^/b 

cioè )/y-H/^ ,aràp /"^|;'-*> ^^ /a-i/{a>^) ■ ^^^^ 

espressione in generale più complicata della formula ]/(€h¥\/E) 
ne diviene più semplice , quando a*w^ è un quadrato . Poiché 

posto a*-^=c» , sarà |/(a-44^i)s:t/ - — —4-1/ -.-— ; «egli al- 
tri casi torna più conto di pyrre la quantità ari\/b sotto il segno 
radicale. 

Si debba per esempio estrarre la radice quadrata dal bino- 
mio a-^-j/'S. Sarà a=2, fe=:3, a^— fcrc^zri , ec^x» e perciò 
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Si abbia il binomio S-t^aj/ó, sarà a=5, l/im^i/ó, cioè 
i:^24, e c=:p/(a«— è)nl/(a5— 24)iz:i ; onde |]/(5-4-a|/'ò) 

Sia proposto il binomio imaginario t-*-4|/— 3, dal quale 
estrar si voglia la radice quadrata. Sarà azzi , J/'i=4|/ — 3> cioè 
A=— 48, c=q/(iH-48)=:7, e perciò |/(i^4(/— 3)1=^-^1/— 3. 

Finalmente si estragga la radice quadrata dai monomio qua- 
lunque imaginario /w|/'— X. Sarà arro, i=z— /«*, czztn^ e la ra- 
dice cercata =j/':2h-j/^^=:ìj/^X(i-*-|/-0 • 

L'istesso metodo, col quale abbiamo ridotta al secondo 
grado la precedente equazione del quarto, ci servirà per tratta- 
re molte altre equazioni- dei gradi superiori. Sia data infatti 

1 equazione Ax — 5a7 — Giro, e posto x =ry, o sia xzz\/ y- 
sarà Ayì-^By — C=:o; onde si deduce yz z ^^' . — - , e 



perciò xr^ÀX ■ ^T 1 i. , Questa formula, a motivo del- 

la ambiguità de*8egni, ci dà quattro radici nel caso di n pari, e 
due in quello di n dispari: vedremo quali siano le altre radici 
in seguito , quando dimostreremo che una equazione ha tante . 
radici , quante unità contiene il di lei grado . 

CAPITOLO IX. 

Della natura e delle proprietà delV eqiuviioni . 

35. 

xLquazìone si dice qualunque eguaglianza tra le quantità co** 
gnite ed incognite in qualsivoglia modo mescolate tra loro , e si 
divide in due membri per mezzo del segno di eguaglianza =. Si 
dice radice di una equazione quella quantità, che sostituita in 
luogo deir incognita soddisfa alla medesima equazione , cioè 
rende un membro eguale all'altro : così i è una radice dell'equa- 
zione x*-*-ax*:=ioj?— 7, perchè sostituita l'unità invece di or 
questa equazione diventa i-»-a=2io— 7, cioè3=::3, e quindi il , 
primo membro si. eguaglia al secondo . La radice di una equa- 
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2Ìone si dice positiva o negativa j, secondo che il di lei valore è 
positivo o negativo, irrazionale o razionale se il di lei valore è 
involto o nò tra' radicali , reale o ìmaginaria^ se il di lei valore 
è reale o imaginario. 

Un'equazione si dice ordinata^ quando posti tutti i termi- 
ni nel primo membro, nell'altro si scrive il zero. In seguito 
supporremo sempre l' equazioni ordinate ; cioè se m rappresenta 
il grado di una equazione, la porremo sempre sotto la forma (E) 

. (E) a:'"-^x'»-VBa;'^*-Car'""^ ±iV=o 

- • • ' 

ove Ay B^C^ .... N rappresentano qualunque quantità cogni- 
ta reale o positiva o negativa. 

Quella equazione dìcesi completa, nella quale si trovano 
tutte le potenze dell' incognita dalla massima fino alla minima, 
cioè fino al termine cognito. Se l'equazione h incompleta ^ inve- 
ce de' termini che mancano si scrive alcune volte il segno X • 
Così nell'equazione a7*-4*Aa7*-i-ca:-4-a:=o mancando il secondo e 
il quarto termine, questa mancanza si accenna così; 

Sicconae le radici dì una equazione sostituite in luogo 
dell'incognita x rendono l'equazione zio; viceversa se una 
quantità a sostituita in luogo dell'incognita in una data equa- 
zione (E) la rende =ro , questa quantità a sarà una delle radici ^ 
dell'equazione (É): inoltre il priml> membro della medesima 
equazione si potrà dividere per ^r— a . Per dimostrar ciò faccia- 
mola divisione dell' equazione (J?) per a?— a, e supponghiamo 
che il quoziente sia 

ed il residuo jR. Avremo facendo la moltipilicazione per x-^a, 
la quantità 

^x'^-^'^A^ax'^'^^^ffax'^'^^ -ZW-M'a 

che dovrà essere identiccf col primo membro, cioè l'istesso pri- 
mo membro della pro|>osta {E) : onde dal paragone dei termini 
tvremo 

Tom. I. . 9 
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A'=a—A 
ffzzA'a-t-B 
CzzB'a-C ' 



Cloe 



J!z=a^A 
B'=a'-'—Aa -t-B 
C-=a > —Aa » -i-jBa— C 



f Ora siccome a è una radice dell' equazione (£),*sarà jR=ro, cioè 
, il residuo nullo , e quindi la divisione per a?— a si fa esattamene 
te , In due maniere adunque si potrà vedere se una quanti^ a 
' è radice di una data equazione , o sostituei^dola in luogo di òr, 
o dividendo l'equazione per x-^^a; poiché se la divisione succe- 
dei^ esattamente ^ potremo esser certi che a è una radice della 
proposta. Tante radici ha perciò un'equazione, quanti fattori 
di primo grado; e siccome il numero di questi fattori è eguale 
al grado dell'equazione, ne segue che tante sono le radici di una 
equazione, quante unità contiene il di lei grado. Quindi anco- 
ra una equazione si può rappresentare per mezzo del prodotto 
. de' suoi fattori, cioè se le radici ^anno a, i, 6, </, ec.; l'equa- 
zione potrà mettersi sotto lafbrma(^r-^)(:r--i)(:c--c)(ar--J)ec.=so. 
Di 'qui apparisce che, se le ràdici sono tutte reali e negative, 
cioè —a, --A, —e, — rf, et,; ì termini dell'equazione (a?-4-^)(a?-fi) 
{x't^i) ec. =o sono tatti positivi ; se poi tutte le radici sono rea- 
li e positive, i termini dell'equazione (ap-wi)(r--4)(:r— <:)ec. sono 
alternativamente positivi e negativi . E sé. una equazione ha tut- 
ti i suoi termini positivi > non potrà avere alcuna ladice reale 
positiva, perchè sostituita questa iniuogo dell'incognita, il pri- 
mo membro delPequazione sarà composto di teitnini tutti posir 
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tivi , e perciò non potrà annichilarsi . Se poi i termini di una 
equazione sono alternativamente positivi e n.egativi, non potrà 
«ssa avere alcuna radice reale negativa; perchè sostituita questa 
in luogo dell'inoognita i termini del primo membro saranno o 
tutti positivi, o tutti negativi, né perciò il primo membro potrà 
andare a zero. ' 

Sò- 



sia data una una equazione qualunque 



tH" • <j 



/W— «T 



•4r ^^'uXJu ^T^jL9%Mf ^^\^JL • • • • ^tJmmM.\,M/ • • • « .J— ^^^U 9 

in cui il coefiSiciente del primo termine sia l'unità; 9^à i s^ni 
*dei»termini siano alternativamente positivi e negativi, in modo 

che nel termine dzRx "" abbia luogo il segno superiore se r 
è pari, e F inferiore se r^ disparì, e così pure nel termine :izT 
valga.il segno -f- se il grado m è pari, e il segno — se m è dispa-- 
ri. Sarà sempre A eguale alla somma di tutte le radici, ^Bn al- 
la somma dei prodotti delle radici prese a due a due , Ctr alla 
«0|pma dei prodotti delle radici prese a tre a tre, e così in segui- 
to fino all'ultimo termine T, che sarà eguale al prodotto di tut- 
te le radici . * 

Per dimostrar questo teorema, siano a, i, e, rf, e . . . . ^ le 
m radici della equazione data, ed essa equivarrà alla seguènte 

(a:— a)(:r— i)(a?— c)(x*-rf)(a7— e) .... (a?— f)==o , 
e fatta perciò la moltiplicazione di tutti questi fattori ne dovrà 
risultare il primo membro della proposta. Ora se si concepisce 
«seguita una tal moltiplicazione, è facile il vedere che ciascun 
termine del prodotto conterrà come moltiplicatore o il primo o 
i il secondo termine di ogni fattore, e quindi tutti i termini del 
pi:odotto si otteìranno ; se moltìpKcheremo in tutti i modi pos- 
sibili i |Hrimì tiermini in alcuni fattori , ed ì secondi in tutti gli 

^ altri . In particolare il termine x nascerà , 'quando nella molti- 
plicazione si prendeià i» ciascun &ttore il primo termine . L'ul- 
timo termine zbT'si otterrà, quando in tutti i fattori si prende 
il secondo termine; onde aàrà l'eguale al prodotto di tutte le 

Tadici . Il termine -^Aà . , nascerà dalla somma di tutti quei 
che si formano , se in m-^i fattori si prende per moltiplicatore 
il primo termine, e nel fattore che rimane il secondo; ma que- 
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sto fattore che rimane o sarà il primo , o il secondo , o il terzo y 

ce, o l'ultimo, ed avremo perciò o — ax *" , o — io?'"'"^ , o 

— ca?''*"" , ec, o filialmente — tx ; dunque — ^jt"*"^' sarà 

=z— (a-HÌ-t-c • . . -♦-f)a? , cioè A eguale alla somma di tutte 

le radici. Il termitie Bx sarà eguale alla somma di tutti 

quei, che nascono dal moltiplicarsi in /w— a fattori i primi termi- 
ni, e negli altri due i secondi, i quali due si dovranno variare 
in tutti i modi possibili, e ci daranno il prodotto di due qualun- 
qu^elle radici ; dunque B sarà eguale alla somma dei prodotti 
a due a due di tutte le radici . Generalmente il termine 

^Rx "" sarà eguale alla somma di tutti quei , che si formano , 
allorché nella moltiplicazione si prende in /»— r fattori il primo 
termine, e negli r rimanenti il secondo. Questi r fattori variati 
in tutti i modi possibili ci daranno i prodotti formati da r qua- 
lunque delle radici, e questi prodotti avranno il segno .«• o -— 
secondo che r sarà pari o dispari , quale appunto è il significato 
del doppio segno di R; onde sarà R eguale alla somma di tutti 
questi prodotti di r radici . 

Si osservi però, che poi abbiamo supposti -/4, e C, e gli 
altri coefficienti in posto pari negativi : onde in una equazione 
qualunque, che abbia per coefficiente del primo termine F uni- 
tà, sarà il coefficiente del secondo termine col segno mutato 
eguale alla somma delle radici, il coefficiente del terzo termine 
col suo segno eguale alla somma dei prodotti delle radici prese 
due a due, e cosi degli altri. 

37. . 

Passiamo a dimostrare un altro utilissimo teorema , il qua- 
le c'insegna a* trovar la somma delle potenze di tutte le radici. 
Sia proposta adunque l'equazione (E) 

di cui le radici siano a^ i^, e, . . . W, e si ponga 

P=ra-4-i-HC .... -*-^ 

P^'^)=za^-¥^b^'^^ . H^» 

ed in generale 
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Sostituiamo nella proposta in luògo di x tutte le sue radici, ed 
aTiemo 

m A 371— •! r% ffl^'Sb ^ IW— "3 . m 

a -^Aa '^Ba — Ca . •.. ,.=fc:i=:o 

irn_jjm^i^^jm^7._^^m^^ =t2 =o 



• 



m. 



• 



» 



t"*" ^At"^^ ^Bt""-^ -Ct"^^ d=r=o 

e sommando quest^ equazioni avremo 

a -4-^ -4-c .... -^ '^Aya m-o .... -t-^ I 

0/ 'W-— a tm^'% ^w— a\ /-./ m— 3 m— 3\ _^ rr 

H-^la H-^ ...-H^ I— eia ,..-♦-/ i...:±:mT:3o 

o sia sostituendo le lettere P , P^^^, ec. in luogo de' loro valori 
Moltiplicando adesso la proposta per x otterremo 
e sostituendovi le radici a, 6, c^ ec. 

« « ■ ■ 

ec. 
e sommando avremo 

p('»-Hi)_^p('»)_5p(«-i)^cp("»-^) .... ^rp. 

Similmente se moltiplichiamo la proposta per x^ , troveremo 

Onde in generale, se r e >;w, sarà sempre 

pW=^P<'^')-Bp(''-*>^p('-3)_ ec. 
Un simile teorema ha luogo nel caso di r<mi per dimo- 
strarlo supponghiamo che V equaizione {E) si divida pel fattore 
or— ^ , poi la medesima equazione {E) pel fattore a?— è , e così in 
seguito fino all'ultimo fattore ar-*-/ ; ne nasceranno le seguenti 
equazioni (G) 
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X ^A^ 'x -^B^ 'x — C^ 'x ^....qia^ '=c. 
Io dico che sarà 



Poiché le radici dell' equazioni (G) «ono le radici medesime del- 
la proposta eccettuatane una 9 la quale si muta in ciascuna di 
quell'equazioni. Onde essendo A\ A*' ^ ec. le somme delle ra- 
dici delle respettive equazioni , nella unione delle quantità A* , 
A*\ ec. ciascuna radice sarà contenuta m— i volte, e perciò sarà 

A^^^A'^^^A"' . . • . -+--4^''*'=: alla somma di tutte le radici molti- 
plicata per m— I, cioè =:(w— i)wi. Così essendo -B* , B'\ ec. i 
prodotti di due radici delle respettive equazioni, qualunque 
prodotto per esempio ab mancwido in due di queste quantità 
B\ B", ec. sì travera in tutte le altre, onde sarà 

B'^B'^B"' . , , . ^B^'"^ eguale ai prodotti di due radici presi 
/»— a volte, cioè sarà i=(m— 2)£ . Nella medesima guisa si di- 
mostrerà il resto-. 

Ora essendo per le cose precedenti (35) 

A'zrA'*^^ 

A"=A-^ . 



A^"'^=A^ 
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sarà J'-H-A" . . . '*-A^"*^^m—i)AsmA—'P, cioè 
PzsmA-^m — i)As:A. 
Inoltre sarà (35) 

£' =iB—aA':=:B—aA-t-a^ 

B"=iB-bA-W 



Zt 



B^'^^zrzB^tA^f 

e quindi B'-t-B" . . . ^B^"^^èz{m^a.)B=mJB—AP^F^^y, 
cioè P^»^=:AP—!tB . 
Similmente (35) 

C=C—a B'=C—a B-i-a 'A— a' 

C"=C'^B-t4,*A—b> 




C^'" W-/B+Ì ' Jrafen,^ ^, 

e perciò C'-t-C" t-d'^^={m-Ì)Cz=mCCBP^APf-'i-PU), 

cioè P^'hzAP^'^^^BP^SC . 

'Contitiuando col medesimo metodo / vedremo in generale, 
qaalan<j[ùe siar o maggiore o minore di m, esser sempre 

■^'^=Ap('"-'^-BP^'-='^^p('-^K . . . ztiriJ , 

ovei2,è neir equazione (E) il cpefjroiente della potestà x^ ^'^^ 
e per riguardo al segno ambiguo idt, il segno -f- si deve prende- 
re nel caso di r dispari, fia il segno -^, quando r è pari. 

r 38; 

Trovate le somme delle potenze deHc radici di uni* data 
equazione', si potranno ^tiché ottenere le somme di tutti i pro- 
dotti ^ che si possono formare delle radici della medesima. Sia- 
no ay b, e, d, ec. queste radici, e rappresentiamo col segno 

P^ * Ma somma di tutti i prodotti della forma a^t^, che si 
possono fare con le ràdici, ponendone ciascuna in luc^o dell'al- 
tra: in modo che.sé le radici sono dfxe sole a, b^sìa 
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yJiTn ^ 7i\ fìtjn jTn fi , •, 

F^ ' ^zua b H-è a , se sono tre « , o , e , sia 

„(/w, lù miTi rTn n m n m n im n min ^ •_ 

F^ ' ^^za b -»-* a *4-a e -i-c a -m c -+-c ^ , e cosi in 

seguito se le radici fossero in maggior numero ^ si aggiungano 

ai precedenti termini quei che nascono dalle nuove radici. Si* 

milmente sia P^ ' '^ ' ^Ma somma di tutti i prodotti della fot* 
ma a^h^c^ \ pv^i^9p99) J^ somma di tutti i prodotti della for- 
ma a h c^(fl^ ec. e sia proposto di trovare» il valore di queste 
^quantità/ quantunque non si conoscano le radici a^h^c^ ec. 

A questo effetto si osservi , che moltiplicata F\ * cioè 

rn j/n m - r^M , n lU n »-' i'' 

<35 -f-c> -i-c -4- ec. per P^ ^ o sia a h-o -f-c -4- ec. ne nasc^erauno 

tutti i termini della forma o "*" , e tutti quelli della forma 
•«'^è'^, onde sarà p(^).p('')^i^'^''Kpi'^^ '^),e quindi ' 
. p{m, ^)^p{^)^p{")_p{m^n)^^^^^ g. ^^^^^^.^ il valore di 

P^ ' ' , perchè dalle formule precedenti abbiamo quelli di 
p{m) p{n) p{m^n) 

^ * ' (m n) (n) 

Così pure se moltiplichiamo P^ ! ' per P^-^s questo pro- 
dotto conterrà prima tutti i termini della forma a ^b , poi 
quelli della forma a^'^'^'-^A''^, e finalmente quei della forma 

a'^b'^cP . Quindi avremo P^'^ > '^),p(/')= 

p{m^p, n)^p{n^p^ ^)^p{m, n,p) ^ ^ p^^^. ^ p(m, n,p) _ 

p{^^n)p(p)_p{ni^p^n)_p{r^p^^^ cioè avremo il valore 

di P^'^''''^^ perchè già conosciamo quelli di P^'^U di P^'^^'^V 

Col medesimo discorso troveremo P^ ' 'r'V/^^ 
^p{m, n,p) p{q)^p{m^ , n,p\^p{m, n-^ ,p)_p{^ y ^^P-^) . ^ j jj 

«imil guisa le somm© dei prodotti di un maggior numero di fat- 
tori. , 

Per dare un esempio sia proposta l' equazione 
^' — 2.x^ — ^a7-*-2=o, la quale paragonata c^t' equazione generale 
(E) ci dà y^na, jBz:— i, C=2— a,, e si voglia il valore di 
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p' / ' \ cioè la somma di tutti i prodotti ai*c* , che si posso* 
no formare * colle radici della equazione data. Nel valore di 

p\ 9. ^P) ponendo m=:i , /ii=a , p^ii avremo 
p(r,a,3)_p(i,a)y3)_^(4.a)_p(5,i)^ „„d^ bisognerà cercar 

prima i valori di P, P^^' . . . P^^^ poi quelli di />( ' ' ^),p(4.a) ^ 
P^^' *) .. Ora abbiamo ^=3 , P^*)=6 , P^^^=8, P^^^=i8 , 
P^^)=3a JP^^Wóó I^^'^^z^P p(*^-p(^)=4 

d •' aq - e p( ^ ' *»^) =3a— 4a-Ka=— 8 . 
'Convien riflettere, cbe nel caso di nK=n i termini a b c^ec, 

u- ' . . . 

a b c^ ec, sono eguali, e così pure sono eguali a due a due 

quelli, che compongono il valore di P^ * '^* '^; onde se vo- 
lessimo la somma de' soli termini dissimili, dovremmo dividere 

il valore di pV'"»'*'-r » '/ per 2 . Similmente se mzznuzp , i termi- 

» Tninp m n-,p itn n p tjm n p m n^p 

tìi a b c^ec.f a e b^tc^b a c^ec»,b e a^ec, q a é^ec, 

c' b a" ec. sono eguali, e così pure tutti gli altri termini del 

Talore di P^ ' '-^' '* sono eguali a sei a sei; e perciò allor- 
ché si vogliono i soli termini disuguali , convien dividere il va? 

lore di P^ ' '"' *^ per 6=a.3. Neil' istessa guisa se si voglio- 
no i soli termini disuguali , allorché mzznz^yzzq , ó quando m -rrn 

e p:nq , il valore di py^^^fP* v gj ^j^y^ dividere nel primo ca- 
so per 2 . 3 . 4> nel secondo per 2 . 2 , e così in seguito. 

Venghianib alle trasfbtma^ioiìi dell'equazioni, e in primo 
luogo una data equazione {E) 

{E) x'^^AJ^'^'^Bx'^'^^^J^^....±T=o 
si debba trasformare in un'altra, le radici della quale siano 
. eguali alle radici della proposta moltiplicate per A. Si faccia 
Tom. /• jo 



^ 
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=Y> ® sostituendosi questo valore di x nella equazione (E) si 



avrà 

m m — I w-^a m-?-3 

J- ^B^ — C^ -T . . . . d: r=o . 

o sìa moltiplicando per h 

m >,• 771—1 r>7 ^ 771— 2 •!/ , 77^-3 . mi TU 

y '-'Ahy -^Bh^y — Ch^y ...,±Th no 

y 

Ora essendo ^xzz^, sarà yzzJix ^ cioè le radici della trasformata 

saranno eguali a quelle della proposta moltiplicate per h. Si 
osservi che la trasformata non differisce dalla proposta, se non 
che ì termini di questa sono respetti va mente moltiplicati per i 
termini della progressione goometrica i , A, A^, A^, ec: onde se 
i termini di una data equazione (£) si moltiplicheranno per i 

termini della progressione ^ ? -r > H" > ^^* » l'equazione 

77Z .h 771—1 nh^ 771—2 ^h^ 17^—3 ^u^rrJ^ ^ 

X ^^A-rX '■i^Brr^x — Cy— OP ....dei zzo» 

k k'^ k^ ^ 

k 
che he risulta, avrà le sue radici eguali alle radici della propo- 
sta moltiplicate per -r-, o sia staranno queste a quelle come k 

ad A. 

Si debba adesso trasformare un* equazione qualunque in 
un'altra in modo^ che le radici positive conservando il loro' ta- 
lore divengano negative , e le negative si cangino in positive. Si 
faccia a?=r— y, e sarà anche y=r — x\ onde dopo questa sostitu- 
zione le radici acquisteranno segni diversi. Se l'equazione è di 
grado pari , siccome le potestà pari dì x non soffrono alcuna mu- 
tazione, si dovranno semplicemente mutare i segni de' termini 
che sono in posto pari. Al contrario se l'equazione è di grado 
dispari ,-sidovranno mutareà segni dei termini che sono in po- 
sto dispari. Ma poiché salva T equazione si possono mutare i se- 
gni a tutti i termini, anche in questo caso la cosa si^riduCe a 
cangiare i segni de' termini situati in posto pari. 

Ora proposta qualunque equazione {E) * 

(E) x"^^Aa/^-"^Bx"'-''-Cx'^-^ =fcfco 
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«e ne debba trovare un'altra, che abbia per radici le radici del- 
la proposta accresciute o diminuite della quantità h , Facciamo " 
oczzh-^y , e sostituendo questo valore avremo la cercata equa- 
EÌone 



« ' 

(mim — t)(w— a).w2 — 3 Im — r)(m — 2){m — 3) ^,w— 1 \ ^ 

— 5 h — ' 1^ --U Ah ^-f-ec. ly"^ 



-f-ec«=30. 

Questa equazione è scritta in- ordine inverso, e. cominciando 
dall'ultimo termine passa al penultimo, ed agli altri gradata- 
mente, e le di lei radici sono eguali a quelle della proposta di- 
minuite di A, perchè ynir— A. Che se le radici della proposta si 
dovranno accrescere, in questo caso in* luogo di A si dovrà seri* 
vere -^A . 

E chiaro , che l'ultimo termine della trasformata si .ottiene 
scrivendo nel primo membro della proposta A in luogo di ^, il . 
coefficiente ^♦*1 penultimo, sé ciascun teriÀine dell' ultimo, si 
moltiplica pie gli esponenti respettivi di A^ poi si divide per ^, 
e in questo mancherà il tfermine T, perchè in esso l'espónente 
di A è =0: dai penultimo si otterrantio gradatamente i termini 
. ^ segueriti nella medesima maniera , ma converrà inoltre divider- 
li respettivamente per 2, 3, 4? ^c- P^r ^^ggicfris schiarimento,, 
se chiamiamo A' y ffy, C'y^^ D'y^ , ce. i termiiai dell^equario- 
ne cercata, sarà ' 

A'=k"^^Ak^'^WBk'^''^... . :^Qh^±^Rh^^k±:T 

py^ m(m—ì )fy»— a) ,m — 3^^ (m— i)(m.— a}(»yi— 3) . , iw— 4 — r) 
. "~ a .5 A. 3 " " **"^ 

ec. 

Per esempio l'equazione or^-^ao^'-f-S^^*— 4^-*-5=::o si voglia tra- 
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sformare in un'altra, che abbia le medesime radici diminaite 
della quantità A. Sarà 

^'=r A*— aA«-i.3Aa— 4A-+.5 

C'=:6A«— 6Ah-3 

E=i 
e r equazione cercata sarà 

j*-i-(4A— a)y «•f-(6Aa-.6AH-3)j«-i-(4A«— 6A«-+.6A— 4)3- 

-*-A ♦ — aA » H-SA a — 4A-i.5=o., 
la quale posta Arr—i diventa 

j4 — (^y I .^ j 5j^— aoy-+- 1 5z:;o 
e le radici di questa equazione superano di una unità le radici* 
della proposta. 

Nel Tìcercs^re la pwcedente trasformata abbiamo incomin- 
ciate le sostituzioni dal termine A: che se le cominceremo dal 
termine y, avremo invero la medesima' trasformata, ma con 
altr' ordine di termini. Ponendo infatti :rz=j-fiA avremo quest'e- 
quazione sotto la forma 

-♦■I . L — «' Ah^'^{rn'-2)Bh-^C ir -f-ec.rro 

Di qui apparisce, come da una data equazione si possa to- 
gliere il secondo termine. Nella trasformata, che abbiamo ades- 
so ottenuta svanirà il secondo termine, se sarà mh^^AziLOy o sia 

A A , , 

A=-— ; e perciò se ponghiamo ^fizj^'h — , nell'equazione risultan- 
te mancherà il secondo termine. Il terzo termine svanirà, se 
ma ---Ja.-(«-,MA+1J=o, cioè A=-±jX(— -^^^3^), 

Nella stessa maniera si potrà togliere dall'equazione il quarto, 
il quinto termine, e gli altri. Ma ciò per Jo piti è inutile; la 
mancanza del secondo termine è spesso utilissima. 

40. 

Se nella trasformata precedente ponghiamo A=Af-4-i , ne 
^lascerà 
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Ora se — ifcT è il massimo coefficiente negativo dell'equazione 
proposta, io dico che A' sarà jpositiva .Per dijtnostrar ciò^i os* 
«ervi, che (M-4-i)a=:Af(ifcr-Hi)-HM-Hi , (M-hi)» 
=M(M-4-i)^H-(M-Hi)»==M(M-4-i)*^M(i»f^i)nK«r-4-T, • 

--•-iVf(M-Hi)-*-M-»-i , e generalmente 

Siccome JMT è il massimo coefficiente negativo dell'equazione, 
se nell'espressione dì A' ppnghiamo in luogo del primo termine 

ITO 

(JJf-t-i) il di lui valore ades30 trovato, vedremo facilmente 
«he questo primo termine è maggiore della somma di tutti i se<- 
guenti; onde il valore di A' è positivo, quando anche tutti i 

termini ^(vlf-Hi) "^ , ec. fossero negativi , Nella medesima 
ipotesi di hzzM'^j , sarà * 

ove se nel primo termine in luogo di (3f-4-i) "^ ponghiamo il 

suo valore M(Mh-i)'"""^-hM(M-4-i)'*^ hJlf-Hi, vedremo 

che questo primo termine è maggiore di tutti gli altri presi in- 
sieme, e quindi la quantità J5'.è positiva. In simil guisa si di- 
mostrerà che tutti i coefficienti C, D\ ec. della trasformata 
«on positivi; onde le radici reali della trasformata sono in que* 
^to caso tutte negative (35) : e siceame x — M^~iz=.y , ed y nega- 
tiva, sarà M-^i^-x, cioè maggiore. della massima radice positi** 
va della proposta . 

Una quantità maggiore di tutte le radici positive della pro- 
posta si chiama il limite d^lle radici positive , e per esso può 
prendersi il massimo coefficiente negativo accresciuta dell'uni- 
tà, ma spesso non «a#à questo il limite più prossimo. Per aver- 
lo convien cercare il minimo valore di A, ohe renda positive 
tutte le quantità A\ B\ C',ec. Prendiamo per esempio Tequa- 
2aone^a7^—2a7»-4-3a?^— 4^-4-5=0 (89), ove —4 essendo il massimo 
coefficiente negativp , possiamo prender 5 per limite delle radi- 
ci positive» Ma per avere se è possibile questo limite piii prossi- 
mo alle i*adici cerchiamo il valore di A, che rende positive le 
quantità *y4'*i B', ec. Primieramente Ani rende positiva la quan- 
tità 2?', ed un valore qualunq.ye di A maggiore di i fa lo stesso 



*;^ 



^8 
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effetto. Anche C è resa positiva da lezzi , ma qu<*sto Valore ran- 
cie B^zzio; onde convien prendere ^=2, e come ftzzti rende posi- 
tiva anche A\ sarà 2 il più prossimo limite delle radici posi- 
tive . ' *" 

41. 

Ritornando alle trasformazioni osserviamo,- che general* 
mente qualunque trasformazione si riduce alla ricerca di una 
equazione, le radici della quale hanno una data relazione con 
le radici della proposta. Chiamate a, è, e , rf, ec. le radici della 
proposta, se ne formino quelle della trasformata richiesta, ed il 
loro numero ci darà il grado della itrasformata , la loro somma il* 
coefficiente del seéondo termine , la somma de' prodotti a due* a 
due, il coefficiente del terzo, ec. ,Qualunque sia la relazione da-, 
ta, purché sia razionale*, questi coefficienti saranno espressi per 
i prodotti e per le^potenze delle radici della proposta, e quindi 
per le cose precedenti (87, e 38) saranno dati-per i coefficienti 
della proposta. Facciamo 1* applicazione di questo metodo ad 

alcuni casi. 

# 

L'equazione data 

m M w— I „ 7W— a ^ ;w— 3 . ^rt 

X ^-^Ax "^Bx — Lx . .. ..sfc/zro 

si debba trasformare in un' altra , le radici della quale siano le 

esime * . TI n TI 

{)Otenze ti. delle radici della proposta. Saranno a , i , e , ec. 
e radici della trasforinata , ed il loro numero m; onde se rap- 
presentiamo questa equazione per 

y -^A y '^By -^C; j . . . . it i zzo 

^^^s jf TI iTl TI oW ni Tli^ n TI 

sarà A'zza ^b -hc -*-ec. zzP^ ', Bzza -♦-« e - 
p(n. Ti) n(n^Ti,Ti) 



ec. 



.^^a o e H-a o a 



/if/i ,^ . ■ 



ec. 



p{n^n^Tt^Ti) 



3.. 6 



D^zz , ec. Sia proposta per esempio T equazione 

a:3— a:r*-»-a:— 1=0, ove Azzfi. Bzzi, Czzi , e sia tizz2. Avremo 
Pzz2, P^^)z=2, P<1>=5, jP^*)=io,T(Ozzi7, P<0=29, 

P^-' =-6,P^'''^' =6, e qifindi A'zz2. 5'=-3, C», e le 
radici dell'equazione y*— :aja— 3j— 1=0 saranno i quadrati 
delle radici della proposta. ' 



*-»*«* 
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Adesso un'equazione qualunque si debba trasformare in 
Tin' altrui, che abbia per radici le somme di due qualunque del- 
le radici della proposta, cioè a-4-è ,. fl-4-c , a^^d, ec. , èHrC,A-W, ec. 

È facile il vedere, che il Bumero di queste radici è n— - — ^^^^\ 

^ - a . 

e posto quiBsto pumerd rz/i, sia la trasformata 

y ^Ay "^B'y -^Gy • • ....=fc:P=ro. 
Per trovare piìt facilmonte i coefficienti \^', B\ ec. , rappresen- 
tiamo per Q^ ^ la somma delle potenze r. delle radici di que- 
sta trasformata, o sia. la somnaa d^i .binòni} (a-#-i| , (a-t-c) , 

(a-^d) , ec, (Ah'-c) , ec, e vedremo che il, valore di Q^ ^ con- 
terrà prima le potenze r.«»*«« delle radici della proposta molti- 
plicate per 7w— i , perchè in nz— i binomj è compfesa ciascuna 

di queste radici, poi la somma dei termini della forma a h 

moltiplicati per r,, i termini* della formare b moltiplicati 

r(r— r) J^ ti n r— ^,3 , . ,. ^. r(r— r)(7>— ifc) 
per -i \ queiidella forma a b moltiplicati per -i ~ -, 

le così in seguito. Onde «ara - / . . , . 



/ 



• . • • ■ 



nel caso di r pa^i , e . . 



^H.3^ 






a », . o . ^ • . • • — — 

«a 



' nel caso di r dispari. Se nella prima di quest'espressioni sosti- 
tuiamo i valori di P^*""^ ' '^ pi^-^'^)^ ec. (38), avremo 
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Q('-)=(«,-.)pW+rP.p('^'>...H 



\-r; P^'^^.P 



d • 3 • « • — 



-pM (' 



• 1 1 a « • • • "T* — ■* Il 1*1*»^— t II 1 1 I ■ ■■ ■ • 



Ma la quantità r-*- ^ 



:% • ifc • 3 ... — 



• • • • 



è eviden- 



2 • 2 • 3 • • • — 



r— I 



temente r:^'**" — i=a — i ; dunqueavremo nel caso di r pari 

,^,v (L\ (L) 

r(r--l) . . . (--) p\^^ p'^f 



■<b • » M -i« 



a 



E col medesimo discorso vedremo , che nel caso di r dispari sarà 
<2('-)=(«-/-y(^^-HrP.p('-'>*:^-i)P^"> . P(^-^) 



r^3\ 



■(-).... (^^ 



.. M/^) 



r— e 



2 • (5 • • • • 

Trovati in tal modo ì valori di Q, Q^'K «e. avremo (S?) 



. ec. 



• quindi 
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A'=Q 

e g 

~ 4 

ec. 

Per trovare le trasformate si può alcune volte usare un al- 
tro metodo, di cui daremo un esempio. Proposta Tequazione 

rn 4 /72— I r» /TI— 2 g-^ 171—3 . rwj 

X '^Ax '■^Bx — Cx .... =t/=o 

di cui le radici sono a, i, e, ec., se ne debba trovare un'altra, 

TI,. T.i , ^ a a b h ce 

che abbia per Tadici le quantità -7- , — , ec. — , — , ec. — ,-t-,cc. 

E chiaro che il grado di questa trasformata sarà =w(/w — i), e 
col solito metodo si potrebbero trovare i di lei coefficienti ; ove 

si osservi che essendo y una radice , ve ne sarà un' altra = — , e 

perciò la trasformftita sarà tale , che rimarrà la stessa ponendovi 

— in luo^o di j, cioè T ultimo terpiine sarà eguale al coeffi- 

<ìiente d«l primo, il coefficiente del penultimo sarà eguale a 
quello del secondo, e così degli ^Itri: la quale osservazione 
toglie la. metà della fatica. Ma invece del metodo solito si po- 
trà usar©^ anche il seguente: sia x^ una radice della proposta 
diversa da ar , ed avremo similmente 



ar' 



Ora poiché y=:— , e quindi x^zzxy, si sostituisca questo valore 
di x\ ed avrassi 

X y ^Ax y -^Bx y^ .... :±:Tr=o. 
A questg equazione é^ddisfì y=zi ; oride si potrà dividere per 
y— I , e' fatta la divisione ne nascerà una equazione *della forma 

X y ^Py ^Qy — ec. =0. 
Per mezzo di questa e della proposta si elimini ^, e si otterrà 
la ricercata equazione in j:. Insegneremo in appresso come si 
Tom» /• II 
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debba eseguire questa eliminazione-. Se avessimo omessa la dì- 
visione per j— i , la trasformata oltre le radici -7-, — , ec — , eo. 

Ahi* 

avrebbe avute anche le radici —, t y — > «e» cioè m radici =1. 

a e 

Infatti yi=:i ci dà x'zzx\ e perciò il fattore y — i è superfluo, 

quando si vuole che le due radici x ed a?' siano disuguali ; ed 

allorché questo fattore si ammette, esso ci dà i casi, ne' quali 

Se due quantità reali h^ k sostituite in una equazione in 
luogo delia incognita rendono il primo membro una positivo , e 
P altra negativo , l'equazione avrà per lo meno una radice rea<- 
le y i di cui lìmiti saranno A e A:, cioè una di queste quantità sa- 
rà maggiore, e l'altra minore della radice. Sia P la somma ^i 
tutti i termini positivi della. equazione , e — Q la somma di t|^ 
ti i termini negatori, in modo che la proposta sia P — Qi=o.- Sjj|)i- 
ponghiamo primieramente le quantità k^k ambedue positive , 
e^A:>A; se posta xrdk è il primo membro P — Q positivo , e posta 
x:=J^ è P— Q negativo, è chiaro che nel primu caso P è >Q , e 
nel secondo P<Q. Ma siccome le quantità P e Q sono ciascuna 
composte di termini positivi e di potenze intere, è evidente che 
esse cresceranno al crescer di x, e che aumentandosi x per gradi 
insensibili da h fino a k esse pure aumenteranno per gradi insen- 
sibili , ma P crescerà m^no di Q, perchè di più grande ^ cKe era 
prima, è poi divenuta la più piccola , e perciò vi sarà un valore dì 
a^'tra i due valori di A e di A, Jiel quale sarà P eguale a Q. Cii^ 
si rende sensibile, se si paragona al caso di due mobili, i quali 
partendo da due punti differenti percorrono in modo la medesi- 
ma linea, che quello , ifl quale era prima indietro , si trovi in 
seguita più avanti dell'altro; perchè è evidente che essi devono 
essersi nece^ariamente incontrati nella loro strada. Questo va- 
lore di X, che^^reriderà Peguale a Q, sarà dunque una radice 
reale della"^ proposta , e cfeerà tra A e ^,, Se posta a;=h fosse P— Q 
negativa, e posta x=k fosse P-^Q positiva ,. avrà luogo il mede- 
simo discorso, e solo dovrà in esso cangiarsi P in Q « vice- 
versa. 

Se le due quantità A e ^, o ujaa di esse fosse negativi , se 
ne prenda una terza r in modo, che r-t-A, e r-t-A* siano ambedue^ 
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positive,© si trasformi la proposta ponendovi y— r in luogo 
57. Sostituendo nel primo membro della trasformata r-f-A ed r-j-A: 
in hiogo di y avremo due resultati dì segno contrario, perchè 
questi resultati sono quei medesimi, chesiotterrebbero ponen- 
do A e A; in luogo di X nella proposta. Avrà dunque pel ragio- 
namento precedente la trasformata una radice reale compresa 
tra r-fA ed r-nA;, e perciò , a motivo di orziy— r, anche la propo- ^ 
sta avrà una radice reale compresa tra h e k. * 

Pertanto, se una equazione ha l'ultimo termine negativo, 
avrà sicuramente per lo meno una radice reale positiva . Sia 
questa equazione 

DO ^^Ax -4-iyar .... — iiro, 

« facendo nel primo membro ^=o avremo un resultato negati- 
vo — T. Ora se / rappresenta il limite delle radici positive del- 
la proposta, e facciamo arzdy il primo membro diventerà posi- 
tivo (4o) . Una radice adunque cade tra o ed / , e perciò è posi- 
tiva . 

Se essendo pari il grado m si pone in questa equazione —a? è 
in luogo di X , l'ultimo termine rinarra negativo; onde questa 
nuova equazione avrà una radice positiva, e quindi la proposta 
una radice negativa. Se il grado è dispari e l'ultimo termine po- 
sitivo, ponendovi —a; in luogo di x l'ultimo termine diventerà 
éiegativo, le la nuova equazione avendo una radice positiva, ne 
«egue che la proposta avrà una radice negativa. 

Una equazione di grado dispari avrà sempre un numero dì- 
isparidi radici reali; perchè se si vuole che questo numero sia 
pari, tolte queste radici mediante la, divisione dell'equazione 
per altrettanti fattori, l'equazione che ne risulta sarà di grado 
dispari, ed avrà perciò un'altira radice reale. Neil' is tessa ma- 
niera si dimostrerà^ che una equazione di grado pari ha sempre 
un numero jwiri di radici reali: onde qualunque equazione non ' 
può avere che un numero pari di radi^ immaginarii^ . • ^^r 

Se una equazione ha tutte le sue radici immaginarie, il di 
ipi primo membro si manterrà sempre positivo, qualunque ^ 
^quantità reale yi si sostituisca in luogo di x. Poiché se due so- ( 
stituzioni dassero resultati di segno contrario , la proposta avreb- 
be contro l'ipotesi una radice reale coòipresa tra le due quanti- 
tà^ che sostituite hanno dati questi resultati di segno contrario. 
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43. 

Le radiò! ìmaginarìe* dell' equazioni sono sempre della for- 
ma a-»-t?j/— I . Fatta la divisione di una equazione proposta 
per i di lei fattori reali se ne ha, essa diventerà della forma 

X -^Ax -^Bx .... -t-Tzro 

ove m è pari, e l'oiltimo termine è sempre positivo, perchè se 

fosse negativo, rimarrebbero» altri fattori reali. Si faccia 

m m . »w / ,, ^. j. ^ > 

X =— j , o sia xzzyìX —1 , e 1 equazione diventerà 

m A m^i B m — % m^__ 

y H -. — y H -p r . . . • — Tirro . 

V-' ay-y 

Se i coefficienti di questa equazione fossero reali , l'equazione 
avrebbe a motivo dell'ultimo termine negativo un^ radice reale 
composta per mezzo di analitiche operazioni dei medesimi coef- 
ficienti . Si prenda dunque V equazione 

% -^az -Jhbz .y . . . . -^ i =ro 
ove i coefficienti a ^b^ ec. siano reali , e la radice reale di questa 
equazione sarà , q.ualunque sia, composta de' coefficienti a, &,ec. 

Ma se invece di a, è, ec. vi porremo 7 — , , ec. , 

il valore di z diventerà quello di y, e sarà composto di quanti- 
tà tutte riducibili alla forma a-f./?|/— i ; onde anche il valore di 
y, e quindi quello di x sarà riducibile alla forma a-H/3|/'— r. 

Ma se una equazione (£)ha una radice della forma a-4-^|/— i, 
ne avrà un* altra della forma a— |?i/— i . Infatti 1' equazione 
{E)=o potendosi dividere per ^— a— |?l/— i , si faccia la divisio- 
ne, ed il quoziente sia m-Hn|/— 1 , ove m contiene tutti i termi- 
ni reali, ed /il/— ^i gl'im%inarj. Sarà dunque 
(£?)=( j?-.a—i?|/— I )(/?2-4.nl/— i )=(x— a)/?i-Kp/»-H(a?— a)«l/— i 
-.-/?wi|/— I . Ma come la quantità {E) si suppone di una forma 
tutta reale, convien che si distruggano tra loro stessi gì' im- 
maginar], cioè che sia {x — a)n — /?/w=ro , e l'equazione (jB)=o 
sarà-(a7— a)m-*-|?/zr=o . Ora io dico che questa equazione è divi- 
sibile per a:— a-f-/^l/—i , e che il quoziente è /ii— n}/— i, poi- 
ché fatta la moltiplicazione ne nascerà 
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^j7-^a)OT-»-^/i-^(^— a) r/j/-^ !-♦•/?/»{/'— 1=10 , che è l'iateesa equa- 
zione (£) a motivo di (jp— a)/jcr^/?i . E dunque l'equazione (E) 
divisibile per a?— a-+-|3j/-^i , e perciò «-r/?(/*— j è. una di lei ra- 
^ dice . 

Se i due fattori imaginarj ap— a.— ^j/— f i , a? — a-f-/?J/'-!-i d 
moltiplicano tra loro*, il prodotto sarà x* — a.ax-^a^^^^ , cioè / 
reale . Onde , siccome un fattore imaginario essendo x — « — ^[Z — i, 
ve n'è sempre un altro no:— «-»-/?|/--i , qualunque equazione ^^ 
composta di fattori reali del primo , o del secondo grado, 

44/ 

Sìa data una equazione qualunque (JEJ)=o 

{E)zzx — Ax "^ -^Bx "".... spSxit:7b:o, 
di cui le radici reali disposte per ordine di grandezza siano a, b ^ 
Cy d ^ . * ty in modo che sìa prima scritta la massìnpa positiva , 
e le altre .gradatamente minori, e riguardo alle negative sia 
scritta prima quella, che prescindendo dal segno è minore, cioè 
«e si hanno —7, e — .S, si ponga prima. —3, e poi —7 . Se c^ia*- 
miamo F il prodotto dei fattori immaginar] , che contiene la 
proposta , essa potrà ancora esprimersi così ; 

(£)=(^— o)(a7— è)(a7— :,c)(^— rf) . . . {x'r't)Frzo, 
Adesso moltiplicando ciascun termine della proposta pel suo 
«sponente, e dividendolo per x otterremo l'equazione 

{E^)z:lfnx "" — (/w— i)-4;r "" h-(iw— a)JB^ "^^ ...ipS'zro, 
e saranno le radici reali della proposta {E)tr,o limiti delle radi- 
ci della equazione {E')z::o . Infatti in (E') ponghiamo a in luo- 
go di a? , e ne verrà 

ma ^ — f(/«— i)^a . ^m^^s)Ba ....:?: 5, 

cioè l'ultimo termine della trasformata, che nasce dalla propo- 
sta ponendovi jr-na in luogo di x (Sg) . Perchè essendo a una 
delle radici della equazione (£)z=o, l'ultimo termine, che in- 
vero sarebbe 

m 4 /TI— f 75 w*— a _T_m 

a — Aa -^Ba .... ±T^ 

«vanisce, e perciò il penultimo della trasformata generale di- 
venta l'ultimo nel caso, che A eguagli una delle radici della 
*» proposta. Posto ciò, siccome • 

(J5)=(a7— tì^)(a: — b)(x — c){x — d) . . . {x-^t)FzzOy 
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ponendo^J7-*-a in luogo di a:* la trasformata sarà 

(j7-l-^— "6)(^-«-«— c)(a:-f-fl— rf) . . . (:c-+^— t)Gz=o , 

ove G è la quantità , in cui si cangia Fy quando in luogo di x 
vi si pone J7-Ha. E poiché l'ultimo termine è eguale al prodot- 
to di tutte le radici preso col suo segno*, o col segno mutato, se- 
condo che il numero m— i di esse è pari o dispari , sarà 

ma *— ('?! — i)Aa'^ ...^5=:(a— i)(a— c)(a— ^.. .(a— ^)Gi. 
** Nell'istesso modo si dimostrerà essere 

mb^'^^^{m^i)Ab'^''^. . .mS={b^a)(b^){b'^) . . . (è— e)Ga 

me — (/» — i)Ac . . . qpSzz{c — a)(o— i)(c — d) . . . (e — t)G3 , 
ove Gì, Ga, G3 sono i valori di JF*, quando vi si pone x^na^ 
zuby ire; e così in seguito per le altre radici. Ora essendo le 
quantità Gì, Ga, ec. necessariamente positive (4^), ed inoltre 
essendo a>i , b>c , c>d , ec. , sarà la quanti tàf(a- b){a '-c)...{a-t)G i 
positiva, (i-*-a)(i — e?) . . . (i— f)Ga negativa, (e— a)(c— i) • . . (e— /)G3 
positiva, e così in seguito . Mentre adunque nella quantità {E'} 
si sostituiscono in luogo di x tutte le radici reali a^b^c^d^ ec, 
essa diviene alternativamente positiva e negativa, e perciò le 
radici reali della equazione (J&)=zo sono limiti delle indici della 
equazione (£^):=o. 

Quindi , se tutte le radici della equazione {E)zi.o sono rea- 
li , anche l'equazione (f )=zo avrà tutte le sue radici reali, e se 
questa ha qualche radice immaginanria , la proposta ne avrà per 
» lo meno altrettante. Se l'equazione (£')=3Q si moltiplica di nuo- 
vo per gli esponenti de' suoi termini , in modo che ne nasca l'e- 
quazione (£'')zz:o , questa equazione avrà tutte le radici reali , 
se tali le ha la proposta (£)=:o. Perciò se qualunque data equa- 
zione (£)r:o si moltiplica per la prpgressione aritmetica m, 
/w— I , m— a, ec. termine per termine, e l'equazione che ne ri- 
sulta si moltiplica di nuovo per la progressione ;»— i ', OT-*-a, 
7«— 3 , ec. , e quella che ne nasce <ii nuovo si moltiplica per la 
progressione m — a, m — 3, m— 4, ec. , e così in seguito, tutte 
l'equazione nate ila queste moltiplicazioni, che chiameremo. 
(J?')=o, (iS")=io, (JE'")=:o, ec. , non avranno alcuna radice im- 
maginaria, se tutte le radici della proposta sono reali. 

La proposizione inversa non è egualmente vera, perchè la 
proposta può avere assai più radici immaginarie, che «on ne ha • 
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r equazione (-E')=o . Per ben comprender ciò, siano a\ i', e', 
d\. .s' le radici reali di questa equazione disposte per órdine di 
grandezza^ io dico che la proposta non potrà avere che una so- 
la radice maggiore di a^ , una sola minore di s' , ed una sola com- 
presa in ciascuno intervallo tra a' e i' , o tra V e c\ ec. Infatti , 
se la proposta avesse due radici reali maggiori di a* , siccome 
tra queste dijie. (jajdeyplibp una radice reale della equazione 
(£')=ro,'o' non sarebbe la massima tra le radici di questa.. Così 
pure, se tra a' e i' cadessero due. radici reali della proposta, poi- 
ché tra queste dge. s^jebb^ compresa una radice dell' equazione 
{E)zzOy a! e V contro l'ipotesi non si succederebbero in ordine 
di grandezza, e cosi in seguitò. Ciò posto, se chiamiamo {Ei)y 
(JEa), (£3), ec, Fi , Fa, f3, ec. i valori di {E) e di F, <juando 
in luogo dia? vi si sostituisce a\ h\c\ ep. , avremo 

(F2)=(^-^)(i'^){A'-c) (i'-O^a 

(Jhfz;(c'-^)(c'-4)(c'— e) ..... (e'— /)F3. 

ec. 
Ora è facife il vedere, che se la proposta ha una sola radice 
fnaggiore di a\ la quantità (Fi) sarà negativa; all' opposto, sarà 
positiva, se nìuna radice della pro|)Osta è maggiore di a\ Se tra 
a! e V caderà una sola delle radici a , Ì, e, ec. , le quantità (Fi) 
ed (Fa) averanno segno diverso, onde se avessero il medesimo 
segno, ninna radice reale della proposta sarebbe compresa tra 
a! %b\ Neiristessa maniera le due quantità (Fa) , (F3) avranno 
il segno diverso , se ìxna radice della proposta caderà tra 6' e e', 
ectbsì delle altr«. /. . 

Se la proposta ha il niedesimo numero di radici immagina- 
rie, che l'equazione (F');ro, dovrà necessariamente avere una 
radice reale maggiore di a', una compresa tra a! e h\ un'altra 
tra V e c\ e così in seguito. Quindi la quantità (F)» diventerà 
in tal caso alternativamente negativa e positiva, allorché vi si / 

sostituiranno per ordine le radici a', i', e' . . . ^'ÀChe se alcu- '. ^ 
na di queste condizioni mancherà, ciò sarà un indìzio siòuro, 
che la proposta ha più radici immaginarie, che non ne ha l'e- 
quazione (F')=:ò . 

Perchè la proposta abbia tutte le sue radici realL bisogna 
primieramente, che tutte le radici della equazione (F»)=ro sia- 
^o reali, ma ciò non basta; conviene di più, uhe queste radici 
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sostituite per ordine di grandezza nella quantità (E) la rendano 
alternativamente negativa e positiva . Ma le medesime radici so- 
stituite per ordine nella quantità {É") la rendono all'opposto 
alternativamente positiva e negativa. Dunque » se facciamo/ 
y:^{E) . [E'^) , questa quantità dovrà in tal caso mantenersi sem* 
pre negativa, quando vi si sostituiranno le radici della equazio- 
ne (E')zzo . Vedremo in seguito ,che eliminata x dalle due equa- 
zioni 3cr:(£).(jE"), ed {E^)zzo si ottiene una equazione in j, le 
radici della quale sono i valori di j, che nascerebbero dalle pre- 
cedenti sostituzioni. Quindi tutte le radici della proposta (^)=:o 
saranno reali , quando saranno tali tutte quelle della equazione 
{E')zzo y e quando le radici della equazione in y saranno tutte 
negative, cioè quando tutti i termini di questa equazione saran- 
no positivi. 

In simil guisa si dimostrerà, che T equazione (£')r:o avrà 
tutte le radici reali, se tali le ha l'equazione (jE")=zo, e se quella 
che nasce dalla eliminazione di x tra y=(jB') . (E'")^ff^ed (£")z=o 
avrà tutti i termini positivi, e così in seguito. E siccome grada- 
tamente discendendo arriveremo ad una equazione di secondo 
grado, nella quale a colpo d'occhio si distingue la realità delle 
radici, ne potremo dedurre tutte le condizioni necessarie, per- 
chè ciascuna delle precedenti equazioni, ed infine la stessa pro- 
posta abbia tutte le radici reali . 

Se i termini della proposta, invece di moltiplicarsi per i 
loro esponenti , si moltiplicheranno respettivamente per i termi- 
ni o, I, 2, 3, ec. ; iu modo che ne nasca T equazione 

{H)=^Ax'^^^^2Bx'^^^. . . m{m^\)Sx±mTb=:o , 
questa equazione avrà per rapporto alla proposta le medesime 
proprietà, che ha l'equazione (jE')=:o, cioè se la proposta ha 
tutte le radici reali, le avrà tali ancora l'equazione (/if)—o, e 
viceversa se questa ha qualche radice immaginaria, la proposta 
né avrà almeno altrettante. Infatti se nella proposta facciamo 

a^=— , ne nascerà l'equazione 

j^Jy^By^ . . . .^Sy^^'^Ty'^zzo, 
la quale avrà tante radici reali o immaginarie, quante la propo- 
sta. Se inonesta equazione in y moltiplichiamo tutti i termini a 
per i respettivi esponenti, otterremo l'equazione ' 
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— ^-t-ajBj .... ^{m^i)Sy zìzmTy "" zzo, 

^a quale posto xzz — si cangia nella equazione {Hpzo , ed ha 

tante radici reali o immaginarie, quante questa. Dunque quel- 
la relazione, che passa tra il numero delle radici reali o imma- 
ginarie delle due equazioni in y ^ a^rà luogo egualmente tra la 
proposta e V equazione {H)zzo . j r \ j Jl 

Essendo la prima equazione*(£):r:o del grado m — i , se una •;•(£"/ ^ omfii^i 
data equazione si moltiplica per la progressióne m, m— i, /w-^a, 
ec. de'suoi esponenti, sparisce l'ultimo termine: similmente se 
si moltiplica di nuovo per la serie m— i , m— a, m— 3, ec. sva- 
nisce il penultimo teirmine; e così se in seguito si moltiplicherà 
per la serie m— a, m — 3 , ec, o per la serie /n— 3 ,7n— 4> ec. spa- 
riranno gradatamente gli altri tra gli ultimi termini che riman- 
gono. Onde perchè svaniscano i due ultiixii termini, convien 
moltiplicare r equazione per la serie /»(/»*! V., (m — i)(m — a), 
{m — a)(;w— .3), ec, per fare sparire i tr<5 ultimi* termini, l'equa- 
zione deve moltiplicarsi per la serie"m(w2— i)(m— a), 
{m — \)(m — a)(w — 3), (m — a)(m — 3)(/?^— 4), ec , e generalmente 
per mandar via gli ultimi r termini, cpnvien moltiplicare l'e- 
quazione per la serie 

mim-^i^ifà — a)' .... (m— r«4-i) 

(/«— i)(i»--a)(/w— 3) .... i/rv^r) 

(m— a)(/w— 3)(/w— 4) • • • • (wi— r— i) , 

•eci , * • 

Facilmente apparisce 7 che^ il coefficiente del termine Po? ^ 
sarà dopo questa moltiplicazione ♦ ^ 

(/t— j^X/^-»-/?— i)(w|^p---i) ..^. • (/»—/? — r-4-i). 
Se a^étso si moltiplica l'equazione per o, i ^a, 3, ec, sva- 
nirà il primi^^ termine: se di^^^fiuovo si moltiplicherà per 0,1 ,'a, 
3, ec.^ sparjjcà^ secondo tei?fi3i|Jhe ,* e gli altri gradatamente an- 
deranno via nel medesimo ntbdo . Quindi per cacciar via i due 
primi termini , si deve moltiplicar l' equazione per o , o , i .a , a.3 , 
3.4, ec. per farne sparire i tre primi, convien moltiplicare per 
0,0, o, I. a. 3, a. 3.4, 3.4.5, ec. : e go^eralmente per man- 
dar via, gli s primi termini, bisogna moltiplicar l'equazione per 
ima serie , i di cui primi s termini siano o , e gli altri i se- 
guenti 
^ " Tom, /. ja 
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a . 3-. 4 -jS . . . . (^-Hi) 
3 . 4 . 5 fó . . • . (^-t-a) 

ec. 

e fatta questa moltiplicazione il coefficiente del termine Pj?'**"''', 
purché 8Ìa/?>5— I , sarà 

Se dunque devono svanire tutti i termini antecedenti ad 

Lx ^ , e tutti i posteriori a Px "^ , fatta la prima molti- 
plicazione avremo 

(w—y)(m—^—i )(/»—/!— a) .... (jr-jp^i)Z/a7 "^ 

— (/w— jt?— i)(/w-^p— a) (y— jp)Mic'''"^""^ 

.4-(;»—j7^a)(/»-y— 3) (^— />— i)iV:p'"'"^"" 



• 



• 



db(m— 5r)(w— y— i) a . I Px^'^ , 

e fatta la seconda moltiplicazione , in cui szip^ avremo 

I . a . . , jj?(in-y)(/?i— jf?— i) . . • • (9-^M-i)La7 "^ 

.—a . 3 . . . (;?-Hi)(/n--p— i)(m--p— a) .... {q'^p)Mx"^^^^^ 

-♦-3 . 4 . • . • (jp-4-a)(/»— jE?— a) (jf—p— i)JVar''*'^'~ 



» 



# 



# 



*(4'"?"*-j)(?"^-*-^) • • • y (m— y)(/»— jr— i)...a.iPj? "^. 
Se facciamo questa quantità =:o , ne nascerà una equazione , la 
quale se avrà radici imaginarie , la proposta ne avjà per lo me- 
no altrettante. 

Quindi se nella proposta mancheranno tutti i termini in- 

■termedj tra hx "^ e Poc^ ^ , essa avrà per lo meno tante ra- 
dici imaginarie ^ quante ne ha V equazione ^ , 

^ o?=i * a ... . p(rn^p){m'^p — i ) . . . . (f--p-4-i)£/j:^"^ 
?fc(y— /M-i)(y— y-i-a) . . . 5r(m— 5r)(/»— jr— j).,..a.iP, 
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t) sìa quante ne ha Y equazione Lx^ ^diPzzo , giacché non dal 
valore più o meno grande de' coefficienti, ma dai loro segni uni- 
camente dipende il numero delle radici imaginarie. Infatti, se 

nella equazione x ±1=0 facciamo xzz—^y in modo che essa 

divenga A y ihB zzo , tante radici iipaginarie avrà questa 
equazione, qualunque siano le quantità reali A e B^ quante 

ne ha l'equazione x =t:i=o , poiché ad ogni valore reale o ima- 
ginario di x corrisponde un valore reale o imaginario di j. 

Se vorremo eliminare tutti i termini, fuorché i tre seguenti 

J^^ ^-^Mx P -h-iVa? ""/^"" ^ in tal caso sarà y=p-t-a , ed 
avremo l'eq.uazione 

1 . a . . '^{m-~p)(m^p^\) . . . SLx^'^^ 
— a . 3 . . . (/?-t-i)(/7i— jE?— i)(/n-y— a) . , . nMx^'^^'^^ 
. -4.3 . 4 . . • (jt?-4-2.)(OT-;7— a)(OT— /?— 3) . . . iNx^'^P'^^zzo 
osia, dividendo per ìì.3.4. ../>(/»--p— 2)(/n— /?— 3).. .Sa;''*""^^"^, 

Se Z/ ed iV hanno i medesimi segni, le radici di questa equa- 
zione saranno reali , se V _Z w""^""/ ^ M^>LN, altrimenti sa- 
ranno imn^agmane. 

Se dunque la proposta ha tutte4e sue radici reali, siccome 
deve averle reali anche qualunque trasformata che se ne formi, 

presi tre termini consecutivi Z.ar'"""^-Mr'"""^""^-4.iVa?'"'"^""*, 
de' quali i coefficienti estremi L ed iV abbiano il medesimo se- 
gno, dovrà essere (/^-*'')(^—/'—Ojjra>j,jvr, 

Da questi principj si potrebbe dedurre la regola di Newton 
per trovare il numero delle radici iminaginarie dell' equazioni ^ 
ma siccome questa regola ed altre simili sono molto imperfette,"^ 
rimanderemo i nostri leggitori per la dimostrazione di queste 
tra gli altri Autori , che ne trattano , al Calcolo Differenziale del 
Sig. Euler^ e piuttosto passeremo ad esporre il celebre^eorèma 
•di Cartesio^ dal quale ìsi deduce il modo di distinguere tra le 
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radici reali di una equazione il nunì^o delle positi v« e delle 
negative. 

Questo teorema c'insegna, che in ogni equazione il nume- 
ro delle radici reali positive non può esser maggiore del nume- 
ro delle variazioni disegno, né quello delle radici negative mag- 
giore del numero delle successioni di segno. Si chiama varia- 
zione di segno il passaggio dal -+- al — , o dal — al -+- in due 
termini consecutivi , e successione la costanza del medesimo 
segno nel termine seguente. Così l'equazione 

ha due variazioni di segno dal primo termine al secondo, e dal 
terzo al quarto, e due successioni dal secondo al terzo, e dal 
quarto al quinto. Per dimostrar questo teorema prendiamo una 
equazione ^qualunque 

X "^Ax ..... -^Fx -^Gx .... -«-2=:o , 

ove cii^scuno dei coefficienti sia positivo o negativo , e moltipli- 
candola per X — h\ ove h è reak e positiva, avremo il prodòtto 

— hx'" -AF:^'""^ . . ... .-AT 

In questo prodotto i segni della linea superioae sono i medesi- 
mi che nella proposta , ma i s.egni della linea inferiore sono tut- 
ti diversi da quelli della proposta , e avanzati di un posto verso 
la destra . Onde finché tra i termini della proposta e del prodot- 
to non vi sarà diversità disegno, i segni dei termini del prodot- 
to saranno quei della linea superiore • Itta quando incomincierà 
ad esservi differenza di segno Ira la proposta ed il prodotto , bi- 
sognerà passare alla linea inferiore, per ottenere il segno del 
prodotto. In questa linea inferiore ci tratterremo, fincfiè i segni 
della proposta e del prodotto si manterranno diversi , ma quan- 
do ritorneranno ad è^er simili , saliremo di nuovo alla linea su- 
periore per discender poi all'inferiore, se un'altra volta i segni 
fossero differenti, e così in seguito. Ma qualunque sia il nume- 
ro di questi passaggi , siccome il termine — AT, nel quale fini- 
sce il prodotto, è nella linea inferiore, è chiaro che il numerò 
dei passaggi àsììla linea superiore nella inferiore supererà di una 
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unità n numerò' dei passaggi dalla linea inferiore nella supe- 



riDre. 



Vediamo adesso cosa succede in ciascuno di questi passa<T. 
gj. Si passi per la prima volta dalla linea superiore nella inte- 
riore per esempio al termine ^Gx'^"^, sarà -AFdi segno con- 
trario a -f-G; ma siccome — AjFè di segno diverso da quello di 

^ H--F, i due termini consecutivi -f--Rp''*"V*^ VGo?'"'^'* avranno 
il medesimo segno, e quindi una successione sarà cangiata in 
variazione. Lo s tesso ^accaderà in qualunque passaggio .dalla li- 
nea superiore nella inferiore , in ciascuno dei quali si acquiste- 
rà una variazione. Finché ci tratterremo nella seconda linea 
avremo le medesime variazioni e successioni che nella propo- 
sta, perchè i segni della seconda linea sono in tal caso tutti con- 
^'^'^^M^*^*^ ^^**a prima, e in conseguenza a quei della propo- 
sta . Ma quando dalla linea inferiore passeremo di nuovo alla su- 
periore , o una successione si cangerà in variazione , o una va- 
riazione in successione: nel primo caso guadagneremo una va- 
riazione, nel secondo la perderemo. Sia dunque j7' il numero 
delle variazioni guadagnate , e q quello delle variazioni perdute 
nei diversi passaggi dalla linea inferiore nella superiore, e sic- 
come si passa sempre una volta di più dalla linea superiore nel- 
la inferiore, che viceversa, sarà/^-Hy^-i il numero delle vari^ 
zioni guadagnate nel passare dalla line^ superiore nella inferio- 
r^. Onde il numero totale delle variazioni |cquistate nei pro- 
dotto sarà a/M-i , il qua! numero nan può esser minore deiruni- 
tà . Quindi allorché si moltiplica una equazione qualunque per 
a?— A, si avrà per lo meno nel prodotto una variazione di più. 

Con un simile ragionamento si proverà , che moltiplicando 
una equazione qualunque per ^h-A, essendo h positiva, avremo 
nel prodotto 4ina successione di più; ma questo caso può anche 
ridursi al precedente. Infatti se mutiamo nella proposta! sfgni 
ai termini collocati in poàto pari , con che le successioni si can- 
geranno in variazioni, é viceversa, e poi la moltiplichiamo per 
so^^, il pi^odotto avrà per lo meno una variazione di più che la 
proposta cosi mutata . Onde cangiati nel prodotto i segni dei 
termini m posto pari , con che si otterrà il prodotto della pro^ 
posta per a:-^, questo prodotto avrà almeno'una successione di 
più, che la proposta. 






94 ELEMENTI 

Siccome adunque ogni moltiplicazione per or— A o per ^-f^ 
ci dà almeno una variazione o una successione di pia, ed in 
qualunque equazione tanti sono i fattori x— A o x-i-4i, quante 
le radici reali positive o negative, ne segue che in ogni equa- 
zione il numero delle radici reali positive non può esser mag- 
giore del numero delle variazioni, né quello delle negative 
maggiore del numero delle successioni . E siccome le variazioni . 
e le successioni prese insieme eguagliano il numero delle radi» 
ci di una equazione , se essa avrà tutte te sadici reali , tante ap- 
punto saranno le radici positive quante le variazioni, tante le 
negative quante le successioni. 

Per mezzo di questo teorema si può qualche volta conosce- 
re l'esistenza delle radici immaginarie in una data equazione. 

Sìa proposta per esempio l'equazione 

> 

le radici della quale se fossero reali, i segni indicherebbero una 
radice positiva, e due negative. Moltiplicandola per or—A avre* 
mo il prodotto 

rr*— (2-h^)a7»-«-(aA^3)ira^(7— 3A)a7-+-7A=0, 

nel quale i segni sarebbero alternativi , se fosse %k>i , e 7>3A , 
alle quali condizioni si può soddisfare prendendo A=Z2 . Il pro- 
dotto in tal caso ci mostrerebbe quattro radici positive, lo che 
siccome non combina con quello, che c'indicano i segni della 
proposta , ne segue che essa ha due radici immaginarie • 
Sia data in secondo luogo V equazione 

^^— j;»-t-6a7*— iaar-+-5ono , 

la quale non può avere alcuna radice reale negativa . Se la mol* 
tiplichiamo per X'¥^ otterremo 

X • -f-(A^i )^*-+-(6— A)a? * -t-(6A— I a)ar2-ffc(5o— I aA)a:-+-5oA:ro , 

ove possiamo rendere tutti i termini positivi prendendo A=:3 ;; e 
perciò il prodotto , ed in conseguenza anche la proposta non 
può avere alcuna radice reale positita. Pertanto la proposta ba 
tutte le radici immaginarie » 



c 
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CAPITOLO X. 

DelP equazioni del terzo ffodo . 

46. 

Jr er incominciare dalle cose più semplici, sia proposta in pri- 
mo luogo l'equazione :r'— r^o ; ed* è chiaro che una delle di lei 

radici è 'zzi/ r. Per trovare le altre dividiamo la proposta per 
l/Tf ed otterremo l'equazione x^^xl^ r^ì/ r^^zo , la 
=-^ldÌ^\i^r . Quindi le tre radici deU'e- 

.n=:o sono xzry^r, :r=(-^-HÌ^)j/^r^ ed 

=(-T-^)lX- 

Passiamo adesso all' equazione del terzo grado 
aps-f.3/7Ar-i-2j=:o, dalla quale è stato tolto il secondo termine. 
Facendo xzsnv-^n avremo af«=/»«-+-3/wi(;w-4-n)-i-»* , e sostituendo 
a? in luogo di m-wi otterremo requazionear'— 3/»nx— m»— ii*=zo, 
di cui una radice è =:m-«-n. Paragoniamo questa equazione con 
la proposta, ed avremo per determinare /» ed n l'equazioni 

77in=— j9, i»*-t-»*^— 25r, la prima delle quali ci darà tkzt— — , 

e sostituito questo valore'' la seconda si cangerà in 

OT*— ~— f-agcro, cioè jw^^ag'/n'*— /?'r:o, la quale posto m*zzr 

diventa r«-i-a5rr—y»=o, e ci dà rrr— 5'±:j/!(5^»-4^»). Ora dalla 

equazione m^zzr abbiamo «crT/ r , ed /n=:f— 

« sostituendpvi i valori di r ottenghiamo sei vSori di m , cioè 



m: 



m: 
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Quindi abbiamo anche sei valori di n, cioè 

E siccoio® xzzm-*-n , avremo 

:|X -!?±|/(y''-*:P')]-Kj/^-?=Pl 



]>1 



— i-iz—s 



— i-h/— 3 



Questi sei valori di x^ poiché GÌascund è doppio, si riducono ai 
tre seguenti. 



=v 






i quali ci danno le tre radici della proposta . 

Prendiamo per esempio l'equazione x^-^x — a:=o; sarà 

/>= j , q=r-i , e quindi.art=|/|^i-H/(i"*-^)j 



♦ 
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mente f/^f i^—j/aiì =-----? --|/^2i , come dimostreremo in 

seguito^ è dunque «z=---i--^|/ai-+.— ;— i/ai=i . Le altre da« 
jradici saranno così espresse; 

a o a a * a a ' 

Sia adesso proposta l'equazione a?' — 7J7-+-6=zo , e sarà 

,/.=^|., ^|=J ; onde »=jy[-M>(9-^)j 

à— — |/— -3), la qual' espressione è involta in quan- 

tità imitn^inarìe . L'istesso succede ogniqualvolta/? è negativa, 
e/?»>^a . ma quantunque in questo caso l'espressione della pri- 
ma radice, che si suoi chiamare \di formula Cardanica, perchè 
Cardano sì è molto distinto in trattarla, comparisca sotto aspet- 
to immaginario, essa è però reale* Poichji Ifbbiamo veduto che 

la quantità J/ l^^-^-H/(?*-tP*) 1 »«! caso Ai p^>q^ sì riduce 
'alla jfomia ^h-jBj/— r , e nel medesimo tempa • '. 
l/J--?--t/(y*-+-/'')] è =^-jBI/-.i, quindi x=A^B[/^i 

-+-^*^iH/'— izza^, cioè reale. Di più sono nel medesimo caso 
reali anche le altre due radici; peichè esse sono così espresse: 

a a 

^ sia fatte le moltiplicazioni xz=:-^A^B\/i, xzz—A-^Bi/S. 

Questo caso, in gui tutte le radici , quantunque reali , corti- 
spariscono sotto una forma immaginaria; si cìiiama il caso irre^^ 
^ucibile , perchè ad alcuno non è finora riescito di esprimere qJ- 

Tom. I. i3 
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^ebricameutd queste radici sotto un a#petto reale . Vediamo per 
qual ragione il metodo usato fa giungere ad espressioni imma- 
ginarie. Sia primieramente q negativa, e T equazione 
^1— 3par— ajcro avràdue radici negative ed una positiva , e come 
manca il secondo termine , le due radici negative prese insieme 
saranno eguali alla positiva; io dico che nei caso irreducibile la 
radice positiva, e per conseguenza anche ciascuna delle negati- 
ve sarà <aj/^. Poiché facendo nelld^ropostà rrzro abbiamo un 
resultato negativo —2^, e facendo anzìi^p abbiamo il resulta- 
to api//— ay positivo a motivo di q^<p^ ; onde la radice posi- 
tiva cade tra o e af//». Se y è positiva, l'equazione 
j.»«-3/Ja:-+-agrzzo ha due radici positive ed una negativa; e 
neU'istesso modo si dimostrerà che la radice negativa presa po- 
sitivamente, e perciò anche le positive sodo -<2[/je;. Ora essen- 
do JCZTO-I-^, sarà m*— ar/w-+-p=:o, cioè /nz=~d=l>/(^r — -pj , 

onde quando x^<4p9 o sia ±a7<2[/jE? , il valor di m diventa im- 
maginario . Ma nel caso irreducibile è sempre =ta<3l^ ; dun- 
que in questo caso il. nostro metodo appoggiato alla ^lq)posiziò-^ 

ne amw-i-^ deve condurci ad espressioni immaginarie. 

.47- 

L'istesso metodo usato per T equazione del terzo grado e* in- 
segna a risolvere molte altre equazioni de' gradi superiori . Si 
abbia per esempio Tequaziojtie a?*-+-5pa7'-H5p*a7H-ayz=o, e si 

pong$. tó:y»— — > avremo m » • -+-2gr /n * -*-/? * =0 , cioè | 

J72==|/^-5rd=|/(ja^jps)J, e quindi a7=j/^-.y-+i/(? '-*-?*)] 

-i-|y/j— 5r—|/(jr a-+-jp 6)1. Anche qui s'incontra un caso irre- 
ducibile; perchè sep è negativa, ep*>q^ , la radice quantun- 
que reale comparisce sotto Un aspetto immaginario . 

• Ma cerchiamo in generale, quaK equazioni ammettono una 
radice della forma Cardanica . Prendiamo l'equazione 

ar'^-f.^ar'^ VSo.^"" VCx"""^ . . . ! -HiS^-a T=o ,^ 
ove h è dispari, ed i termini in posto pari eccettuato T ultimo 



■/ 
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90D0 Stati omessi per maggior semplicità , perchè il calcolo se^ 

guente li farebbe trovare zzo^ e facciamo xzziy-f^ « Sostituito 
questo valore l'equazione proposta prenderà la forma 



(^-^'•^n-.*)Ap^B){f-^^lA 



y ■^' 



n^6 p""^ 



y 



m/i— iì,..< (/i— 2).... ■ , 

Va . 5 . . . — - a . * • 

a li 

— aTzzo . 

Per determinare i coefficienti A, ByC, ec. facciamo 
hp-^Azzo 

___- p*^ ^ '-Ap»Mf^i)SjM-Cs=o 

ec. 
Jn questa maniera svanendo tutti i termini intermedj avremo 

/-H^Z-a 71=0 , sia /'^-a Ty^'^/'zzo, cioè 
3=jX[ll±l/(r«-/,'^], e quindi :r=|/^]r-H/(T*-7«)] 



r^v'cr^-i?'*) 



purché sia ^^^ 



v/ 



; e questa sarà la radice della proposta , 



\ 
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^ a. 0.4 -^ 

Pertanto iil qualunque grado dispari si potrà assegnare una 
equazione 9 che abbia una radice della (otmsi Cardanica , 

Anche nel caso di n pari si danno in tutti i gradì dell' e» 
quazioniy che ammettono una' radice della forma Cardanica,. 
quantunque un poco diversa dalla precedente . Pei* trovar que- 
8t* equazioni sia n pari, e prendiamo l'equazione 



e.facendo o^zry-i-— avremo 



4> 

y 

n— 6, 



y 

. . 'n*4-4 yi — a / \ '*-»-* n*^é^ 

a • o • • • • i '■ A • 9 • • • • - 

a a 

, . ?i-+-a ». V n TI— a 

nypn^i) . • . . ' — l'*""^) • • • • — •— 



o « o ^— a 

a • o t • • • *^ a • o • • • • ' 

a a 

ove ho aggiunta e sottratta la (Juantità Fper fare svanire tutti 
i termini intermedj . Per ottener ciò dovremo fare come sopra 



n 

a 
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'A=!—np 

«(^--4)(«-5) 
« fioalmente . - ' - . 

^=='= 1 Tn — yTP =^*/' 

\a /a 

ove il segno -f- si deve prendere se — è pari , e il segno -• sc^ 

— è dìspari. Sostituiti questi valori l'equazione precedéntc^di-r 

*• w n , 

venterà j -+-C«— aTipap =:o, osiaj — afltty Ij -f^ =ro, 



i>i 



n n 



n n 



n n 



t , 
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CAPITOLO XI. 

Dellr equazioni del quarto grado . 

48. • . 



ia data Y equazióne del quarto grado priva del secondo ter^ 
mine 

e siccome ogni equazione è coinposta di fattori reali del seeon- 
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<lo grad^ , supponghiamo che essa si risolva nelle due equazioni 
a:"-+-ea7-+-^o, j?*— e^r-^-gzro. Fatta la moltiplicazione avremo 
l'equazione • 

• -hff —e/ 



— e* 



la quale paragonata con la propo«ta ci dày^-^ — 6*=y , eg^-^fizq^ 
fg^=T. Quindi ricaviamo ag=p-*-e*-f--2-, a/=^p-4-«*-^-^, e 

/?*-+-ae»/7-f-c*— 21:-^j^y|r3^. onde filialmente abbiamo l'equa- 

■w 

zione 

«* -4-2/76* -+-(/? •«*-4r)e^—y *=ro , 
la quale posto e^-zzm diventa 

Ora questa equazione avendo necessariamente l' ultimo termine 

, negativo , avrà una radice positiva , la quale posta =:4i^ ci darà 

«r=2/. Ma l'equazioni ar*H-ejp-H^o,^*—exH-g=o datino quat- 

tro valori di a:, cioè ^■^'H/(«'-4f), ^-e-V(e'-.4/-)^ 

^flidf!r4£) , ^e-4/(g'-4g) e sia sostituiti i valori di 
'^ /* ^ 

2/ a/ 

queste adunque sono le quattro radici della proposta. 

Siano 4** , 4^* le. altre radici dell'equazione (S), ed avre- 
mo (36)— 2p=4/a-H4*:2-f-4Aa, e q^zz^^ .4*^ .4A», cioè q:=Alkh. 
Se sostituiamo questi valori nella prima espressione di x , 
vivremo 

l/(8/«AAH-4/*-H4/»A;»-f.4/aA«— 4/*) 

a/ 

a/ 
Gli altri valori di arsi troveranno cosi espressi: ana-^— Jfc— A> 
.q;=/^A:— A, xzzl-JhJi-^ . Quindi apparisce, che se in luogo di 
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àJL^ prendiamo qualunque altra radice dell' equazione (iJ) , i va- 
lori di OH riescono i medesimi ; poiché se prendiamo ezz2kf avre- 
mo ^=— A;-f-/-+-A, ic:=>-A;— i— A, xzzk^U^h^ xziJc'¥-h^l^ che So- 
no i medesimi valori di sopra: lo stesso si deve dire dell'altra 
radice 4^» . È inoltre evidente che, se leHre radici dell'equa* 
zione (jB) sono reali e positive, le radici delja proposta sono tut- 
te reali . Siccome poi T equazione {fi) non può avere tutte le 
«uè radici positive, se non ha i segni de' termini alternativa- 
mente positivi e« negativi ; quindi se non sarà p negativa, e 
p^>^ , la proposta non potrà avere tutte le sue radici reali . 

Non siano adesso tutte positive le radici dall'equazione 
{B)y ma alcuna di esse sia negativa; e siccome q^ è necessaria^ 
mente positivo, bisognerà che le radici negative siano due . Se 
facciamo queste due radici negative ;^--4^*> ® '"4^* j sarà 
4*^*=— 4^* 5 4A*=3— 4^*, cioè A^zaj/'-i , Ziz=c|/'— i ; onde avre- 
mo a7=---/-4-(a-«-c)t/^— 1 , 37=— /— (€W-c)^/— I , ac=:/-*-(a*-c)|/— I , 
a7=:A-(a-r{?)j/— 1 . Se adunque 1* equazione (B) ha due radici 
reali negative , le radici della proposta saranno tutte immagi-* 
narie , 

Finalmente due radici dell'equazione {B) siano immagina- 
xie, cioè ^{A^'^B^'¥^AB^/'^i)^ e:4(^a— 5«— a^5|/— i) ; sa- 
rà fcz^-f-.Sj/— I , As^^— JBJ/— I, e quindi xzzr^U^%A^ 
-ar=— /— a^, a:=:/-«-aB|/— 1, «=::/— a5p/—i,^ cioè. la proposta 
avrà due radici reali e due immaginarie. Illustriamo tutti que- 
sti casi con qualch' esempio • 

I. Sia data V equazione x^ — 25:r^-+-6o^— 36=o , ove/7=r— aS, 
q'zAo^ rzzs-iS , e l'equazione (JB) sarà w* - 50^2-4-^69?»- 36oo=:o, 
le di cui radici sono tutte reali, e positive, cioè 9, 16^ a5i 
Sarà dunque fei| , hzna, , A=| , e perciò 07=— /-hAh-A=3 , 
07= — l^~h~^hz=, — 6 , xzzMi — kzz% , cczid-^k — fcri , che sono le 
radici della proposta. ♦* • , ' ■ 

II. Si al>bia l'equazione a? ♦-«-3ar*— 607-4- 10=10, e l'equazio-* 
ne (B) sarà i»»-+-6/»2 — 3^i/w^— 36=0, le di cui radici sopo 4> — 1> 
-r9. Quifldi /=ii, a=:J,.c=J, e perciò 

4c=::/4.(c— ./i^l/'— iim-i-j/— I , j7=::/-+-(a—c)|/'—i =1—^—1 . 

III. Sia finalmente proposta r equazione ^♦-347^-+-! 6^7- iSzro, 
«d avremo w'— 4''*2-*-64^ — aSóno , che ha per radici 4> 8|/— i, 
-8l/-i .Quindi fc=i , 4(^2— S^)=o, 8^^— 1=8|/— i , cioè 
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AzzB±:ì , e perciò xn-^l^s.Azzi , orzz—/— 2^=^—3 , . 
a:=/-*-2.B|/'— i:=i-*-2|/' — 1 , a;=/— 2B(/'— izri — a]/ — i* 

Fino a questo punto sono giunti i Geometri nella ricerca 
della generale risoluzipne dell'equazioni. Non si conosce finora 
alcun metodo , che insegni ad esprimere generalmente le radici 
dell'equazioni del quinto grado o de' gradi superiori . La brevi* 
tà che ci siamo proposta non ci permette di entrare nell'esame 
de'diversi metodi, che sono stati tentati per la risoluzione dell'e^ 
quazioni. Per istruirsi pienamente in questa materia convìen 
leggere l' eccellenti Riflessioni sulla risoluzione algebrica dell' e«« 
quazioni del Sig. de la Grange pubblicate nelle Memorie dell' Ao' 
cademia'di Berlino degli anni 1770 , e 1771 . 

CAPITOLO XII. 

Dell' eliminazione dell' incognite dalP equazioni 

de* gradi superiori* 



Ì9- 

58^ 



X arlando dell' equazioni del primo gra(ìo abbiamo veduto spèi 
so accadere, che qualche problema dipende in modo da più in- 
cognite, che di tutte convién trovare il valore per ben risolver- 
lo. Abbiamo quivi dimostrato, che il valore di tutte le incogni- 
te, e perciò la risoluzione del problema "si può sempre ottenere > 
'quando tante sono l'equazioni quante l'incognite. Lo stesso 
mostreremo che succede per rapporto all'equazioni de'gradi^su- , 
periori trattando dell'eliminazione dell'incognite. Siano date 
■pertanto le due equazioni. • 

m M IW— f n m-^'2 r> 712^—3 ^ m 

y -^Ay '^By -«-Cy . . . • •4-i=o , 

y -^Ay -^By -^-Cy .... -ni =0 , 
bVe i coefficienti A, B, C,ec. A\ B\C ,ec. contengono quan*. 
tità cognite ed un'altra incognita j?, e siano a , é , ^ ,»rf, ec. le 
radici della prima equazione, o sia gli m valori di y espressi 
per X e quantità cognite, che ci darebbe la risoluzione della 
priora equazione. Siccome le due proposte equazioni devono 
sussistere insieme , cioè i valori di y della prima devono essere 
eguali a quéi della seconda^ se sostituiamo nella seconda in 
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luogo di y le quantità a, i, e, rf, ec. , avranno luogo tutte le 
m equazioni 

ec. 
-e le radi ni di esse ci daranno tutti i valori di :r , i quali «fanno 
insifime sussistere le due proposte equazioni. Ma l'equazione 
nata dair eliminazione di y deve contenere tutti i' valori di ^r, 
che rendono l'istesso nelle due equazioni il valore di j. Dun- 
que r equazione nata dall' eliminazione sarà il prodotto di tutte 
1 equazioni (M). Pare a prima vista che per eseguire l'elimina» 
zione sia necessario di conoscere le radici a, i, c^ d^ ec. della 
prima equazione , ma se riflettiamo che nell'equazioni \M) en- 
trano egualmente tutte queste radici , facilmente vedremo che 
il prodotto 'dell' equazioni (M) sarà composto di termini, i qua- 
li (37, e 38) si potrà lyso esprimere per i coefficienti ^, i?, ec. 
della prima equazione. 

Prendiamo per esempio ad eliminare y dalle due equazioni 
-del secondo grado 

y ^ -^Ay -f-5 ^o 

Sostituendo nella seconda equazione le radici a^h della prima 
avremo l' equazioni 

e moltiplicandole insieme l'equazione 
HaaA»H-^V&^-4-a^*)-+.jB'(a^-HÌ^)-+-/^'^a&H-^'5'(fl-f-i)-4-iì'^=o.Ma 

dunque sostituiti questi valori l'equazione che nasce dalF eli- 
minazione di y sarà j 

Daremo in seguito uh metodo più facile per eseguire l'eli- 
mìnazione , fna intanto dimostreremo il teorema seguente . Se 
3' equazioni proposte son tali, che le quantità A ed !^' siano . 
formule in x del primo. grado, B e B' del secondo, C e C del 
-terzo, e così in seguito, in modo che la somma dell'esponente 

Tom. I. i4 
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di y e del massimo di x sia in ciascun termine della prima 
equazione i=w, ed in ciascuno della seconda =/i, l'equazione, 
<jhe nasce dall'eliminazione di y, sarà del grado mn. Per dimo- 
strar ciò si osservi, che in ciascun termine dell'equazioni {My 
l'esponente della i^otestà di una radice insieme col grado del 
coefficiente di questa potestà è ^n* Quindi nel prodotto di tut- 
te l'equazioni (ikf), che sono m di numero, ciascun termine na- 
scerà dalla moltiplicazione di m termini delle medesi.mje equa- 
zioni , e la di lui forma QP^^^ ' ' y sarà tale, che chiamato' 
q il grado del coefficiente Q sarà j'H-r-+-r'-*-r'/-+.ec,=/7i7i . Ma se 

consideriamo il modo (87 e 38) , con cui le quantità P^ > > ^ *a 
si determinano per i coefficienti A 9 B ^ ec, facilnvente vedremo 

che la quantità P* ' ' ' '^ è del grado r-+-r'-4-r'^'-f- ec. .Quindi 
ciascun termine dell'equazione nata dall'eliminazione ^ e perciò 
l'equazione stessa è del grado mn . 

Siccome le due equazioni proposte per l' eliminazione de- 
vono sussistere insieme , convien che abbiado un divisore com li- 
ne. Si applichi adunque ad esse il metodo che si usa per la ri- 
cerca del massimo comun divisore, e si giungerà in fìne ad un 
residuo che non conterrà più y. Questo residuo dovrà ♦essere 
:z:o, perchè le proposte abbiano un fattore comune, e sarà l'e- 
^"^^ quazione stessa che nasce dall'eliminazione dry. E stato osser- 
'^ Viato, che questo metodo conduce spesso ad, equazioni di un gra-« 

do più alto del giusto per i fattori inutili, che le diverse opera- 
zioni v'introducono; perciò noi proporremo il seguente metodo, 
il quale al pregio della facilità unisce quello di condurre ad 
eq^zioni del giusto grado . E perchè la via da teneifsi più chia- 
ramente apparisca, incominciamo dall' equazipni del secondo 
grado, per passare in s^g^'fto fille altre. 

Siano adunque dat^ le due equazioni del secondo grado 

e cerchiamo Un'altra equflàzione, in cui manchi lay. Dalla pri- 
ma delle proposte ipokTplicaìa per A si sottragga la seconda 
moltiplicata per Ay é^ne verrà l'equazione 

(1) {A'B4-AE)y^A^C^AC—o. 
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Ora dalla prima moltiplicata per A'y-^B' si sottragga la secon- 
da moltiplicata per Ay-^B, e n^ nascerà 

(a) (À'C'^AC)y^B'e^BCz=o. 
Per mezzo 'dell'equazioni h) e (a) sì elimini j, e si otterrà l'e- 
quazione cercata 

\A'Ct'Aey'^{A'B^AB){BCr'BC)=o , 
aove manca la y . -4,,. " ♦ 

Si abbiano adesso \e due equazioni del terzo grado 

Dalla prima moltiplicata per A^ si sottragga la secontta molti- 
plicata per .^ • e ne risulterà 

(1) (A'B'^AByy»MA'<^AC)r^A'P'^AD'=o . 
Dalla prima moltiplicata per Ay-^È si sottragga la seconda 
moltiplicata per Ay^B^ e si avrà 

(2) (AC'^AC)y»^A'D^AD'^B'C''BC)y^B'p^BD'=o . 
Finalmente dalla prima moltiplicata per A'y^-^B'y^^' si sot- 
tragga la seconda moltiplicata per Ay'^-^-By-^C ^ e ne verrà 

(3) (A'D'-AD')y^^B'D'--BD')y^CD'-^.D'=q: 
Ora per mezzo dell'equazioni (i), (a), e (3) «liminiamo j ed j*, 
considerandole come due diverse incognite, nel modo seguente. 
Dall'equazioni (i) e (3) abbiamo 

^ "^A'B^AB'^^ A'B—AB' '^A'D-^^Jn^'^A'n^Al)''^^^^^' 
d {A'D^ADy^A'B'-'AB'){aD^CD') , 

* y^(A'fì^AB')\B'D^BD')^{A'C-^AC'HA'iJ-^AD'} ' - 

, iA'C^AmiC*D-^CD')^(A'b-^AD%B'D^BD') . . . . 

^ {A'B^AB'ìiB'V-^BO'i^i^'C-^AC'JiA'D^Airi ' ««suruici i 
quali valori nel l'equazione (a) , e toltele frazioni avremo 
(A'C^ACy(CD' CD')-2;(A'C-Aa)(A'D- AD)(ED-BD') 

^(AD^ADY^{A'B^AB')(CD-CD')]{A'b^AD'^B'C^BC\ 
MA'B--AB'){BD^BDT=o. 

Da quello che abbiamo detto si v^de già abbastanza ciò che 

deve farsi per eliminare y dall'equazioni di qualunque grado. 

Questo metodo, che è il migliore di quanti ne sono stati finora 

immaginati, si deve al Sig. Bézout. Chi ne desiderasse un più. 

lungo dettaglio , consulti le Memorie delP Accademia delle 

Scienze di Parigi dell'anno 1764. Abbiamo supposto nell'^equa- 

:K}oni trattate il medesimo grado; se Io avranno diverso, quella 
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«lèi grado più alto si potrà facilmente abbassare all' inferiore. 
Per darne un esempio sia proposto di eliminare y dalle due se- 
guenti equazioni^ una del quarto, e l'altra del secondo grado^ 

jiy^^^-B y-¥-Xl!z=:o. 

Si prenda dalla seconda il valore di j* , e sarà y*= ^ » 

e quindi y*= =-t ^ , J= ^-^j =^ > cioè sostituendovi 

il valore di j» , y^z=, — ^, i quali, valori di j* 

ed j* sostituiti nella prima equazione ci daranno 
\A\B^-AC]'ABB'^A^C']y^-^(A'BC''ABV-¥'A^D')y^A^IP=o. 

Questa equazióne e la seconda delle date essendo adesso del 
medesimo grado, si potrà da esse eliminare la y col metodo 
precedente . 

Se avremo tre equazioni, e tre incognite x ^y yZ^ dalla pri- 
ma e dalla seconda elimineremo z, ed avremo una equazione 
tra X ed y; un'altra simile ne troveremo eliminando z dalla pri- 
ma equazione e dalla terza:, oppure dalla seconda e dalla terza. 
Trovate due equazioni tra j; ed y, se col loro mezzo eliminere- 
mo una dell' incognite, il valore dell'altra ci sarà dato dall'equa- 
zione risultante. E ristessa maniera di operare tener si deve, 
allorché son date più equazioni e più incognite. Ma è stato os- 
servato, che l'equazione finale trovata in tal guisa ascende ad 
un grado maggiore del giusto. Perciò un altro metodo di elimi- 
nazione ha immaginato il Sig. Bézout , che ,può vedersi nelle 
Memorie citate. Ma qualunque metodo si adopri, quando il 
grado ed il numero dell' equazionLva crescendo, il calcolo ne- 
cessario per l'eliminazione diviene oltremodo complicato, se la 
natura del problema non somministra qualche particolare artifi- 
zio, che ne abbrevj la fatica. Quello, che deve avvertirsi, si è, 
che il calcolo in qualunque modo può sempre riescire: onde si 
può concludere, che allorquando il numero dell'equazioni è 
eguale a quello delle incognite, queste hanno ciascuna un va- 
lore fisso e determinato . 

5o, 
Ora brevemente vediamo, comesi possano da qualunque 
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equazione eliminare le quantità radicali . Data per esempia 
r equazione 

3 / 

]^nghìamo j/ay^r, \/ ay^:=z, ed avremo (i) 2a=z^-i, 

(a) ayzzx^ ^ (3) ay*^z* . Eliminiamo adesso col mezzo delTe- 
quazionì (i) , (2), e (3) le incognite a: e jk, ed avremo una equa- 
zione in y priva affatto di radicali nel nnodo seguente. Sostituia- 
mo nella equazione (3) il valore di z pieso dalla equazione (i), 
ed avremo aj * 1=807» -4- laAar» -4-64 *a:H-i* , e ponendo in questa il 
valore di x^zzAy ricavato dall'equazione (a) otterremo 

ay'^zzoaxy'^iSLaby^^ob^X'i-v* f e quindi xn: ^ -j : so- 
stituendo questo valore di x nella equazione (a) avremo final* 
mente l'equazione in y senza radicali 

ay(Bay^6b^)^z=:{ay^'^ì siaby-^*)^ • 
Ciascun vede , che questo metodo si estende a tutti i casi . 

CAPITOLO XIII. 

Del modo di trovare i fattori razionali 
delV equazioni * 

5r. 

I^uantunque non si possa ottenere la risoluzione genejrafe 
deir equazioni di un grado più elevato del quarto, se pe,rò una 
equazione di qualunque grado avrà radici razionali, queste si 
potranno sempre fàcilmente trovare. Poiché essendo T ultimo 
termine T dall'equazione 

X -^4^ "^ -i-Bj7 . . . . -»-5a>4-Tsro, 
óve tutti i coefficienti son numeri interi, eguale al prodotto di 
tutte le radici, la radice intera sarà compresa tra i divisori 
dell'ultimo termine; né può succedere che questa equazione 
abbia una radice razionale fratta • Supponghiamo infatti che 

una di lei radice sia -7- , essendo questa frazione ridotta ai mini- 

v 

mi termini, e sostituendo avremo 
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m W— I 772—2 

« quindi =:— ^ ^ . 

Ora essendo ^, 5, • . . .5, T ^a^h numeri interi, anche il nu- 
meratore del secondo membro di questa equazione sarà un nu- 

% Tifi, 

mero intero, il quale «e chiamiamo /?, avremo z= — E. — cioè 

m 

=y ; lo che è impossibile : poiché essendo -7- una frazione ri- 

m 

■dotta ai minimi termini , anche sarà tale, né potrà mai esse- 

: b 

Te eguale al numero intero/?. Quindi una equazione, che ab- 
bia tutti i siioi termini interi, ed ilcoeffieiente del primo egua- 
le alP unità, non può aver mai per radice una frazione razio- 
nale . ' 

Quando adunque vogliamo cercare le radici razionali , dob- 
biamo primieramente liberare dalle frazioni l'equazione propo- 
sta; lo che faremo ponendo orzi— , e ^= al prodotto di tutti i 

denominatori diversi de' di lei termini . Poi prendendo* tanto pc^- 
sitivamente che negativamente i divisori dell'ultimo termine, 
dobbiamo sostituirli in luogo di y nella equazione data; e se 
alcuno di essi vi soddisfarà, sarà una radice dell* equazione , se 
non si troverà alcuno che vi soddisfaccia, potremo esser certi 
che l'equazione data è priva .di* radici razionali. 

Si abbia per esempio l'equazione del terzo grado nel caso 
irreducibile x^'^'^X'^òziio: i. di visori dell'ultimo termine sono 
I , a , 3 , 6 , de'quali tre soddisfanno alla proposta , cioè i , a , —3 , 
e sono perciò le di lei radici.. 

Quando l'ultimo termine della proposta ha pochi divisori , . 
le radici razionali si trovano speditamente: ma se l'ultimo ter» 
«mine ha molti divisori, si rende necessario l'aver qualche rego- 
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la, che insegni subito a rigettare i divisori inutili, ed a ritener 
quei soli, che possono soddisfare alla proposta. Abbia l'equa- 
zione data una radice razionale a , e sia perciò della forma 
(a;— a)jPb:o, e il numero a òì troverà tra i divisori dell'ultimo 
termine. Adesso posto j-4-i in luogo di or l'equazione divente'rà 
(j— a-f-i)P':=o, é questa avrà la radice a — i , che sarà compresa 
tra i divisori dell'ultimo termine, il quale si otterrà ponendo 
nel primo membro della proposta jrrzj (^9) . Similmente se fac- 
ciamo oczzz'^t , una radice dell'equazione che ne risulta sarà. 
=a-f-i , e sarà uno dei divisori del numero in cui si cangia la 
proposta facendovi 57=:— 1 . Di qui discende la regola che inse- 
gna a riconoscere i divisori inutili: posto nel primo membro 
della proposta xzni , o, — i , ne vengano i numeri Q, Q', Q" y 
e sia a un divisore del numero Q^ ; acciò questo numero sia una 
radice della proposta, bisogna che tra i divisori di Q si trovi il 
numero a— i , ed il numero a-4-1 tra i divisori di Q'\ Se queste 
due condizioni non hanno luogo, il divisore a si deve rigettare 
come inutile ; tutti i divisori poi si devono prendere a conside- 
rare tanto positivi che negativi. Vanghiamo agli esempj. 

I. Si abbia in primo luogo l'equazione 
a?* — i4J?*-»-7iir* — iS4^-»-iao:=o. Facendo ;r=i, o, — i, avre- 
mo 0=2^9 Q':=isio, Q"zzi60i i divisori de' quali numeri sono 
quei che seguono • 

<?= 24\ i,a,3,4,6,8,ia,a4. 

Q'iziao / 1,2,3,4*5,6,8, 10, ia,'i5,2o,24,So,4o, 60, 120. 
Q'zziéo 4 1,2,3,4,5,6,8,9, i«,ia,i5, 18, ^0,24,30, 36,4o, 
J 45,60,72,90,120, 180, 36o. 

Adesso tra i divisori di Q' rigetto l'unità, perchè in Q non vi 
è o ; ritengo il 2 , perchè, in Q vi è i , e 3 in *Q" ; così pure ri- 
tengo i numeri 3, 4> 5? perchè in Q vi sono i numeri 2, 3, 4> 
ed i numeri 4 j 5, 6 in Q", e rigetto tutti. gli altri. Prendendo 
poi i divisori negativamente, e rigettato — 1 , ammetto —2, e 
—3, perchè in Q*sì trova —3 e —4» ^d in Q" s'incontra — 1 e 
— 2. Rigetto— 4, perchè in Q non si trova — 5; e nell'istesso 
modo ammettendo — 5 rigetto tutti gli altri. I divisori da ten- 
tarsi sono dunque i numeri 2 , 3,4» 5 , — 2 , —3 , —5 , tra i qua- 
> li i negativi non soddisfanno alla proposta, i positivi poi tutti 
vi soddisfanno, e sono perciò le di lei radici. 
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IL Si prènda l'equazione a?*-*'ia?-4-i4=o , e saia Qir:ia, 
Q'=j4, Q"=i6, de' quali numeri i divisori sono i seguenti: 

«I, a, 3, 4, 6, la. 
I, a, 7, 14. 
I, 2, 4, 8, i6. 

♦ 

Due soli divisori del 14 cioè 7 e —2 godono delle necessarii^ 
-coudizioni; sostituiti però nell'equazione non vi soddisfanno, 
t^nd'essa non ha alcuna radice razionale 

5a. 

Quantunque però una data equazione abbia tutte le radici 
irrazionali 9 può succedere che ammetta divisori razionali del 
ìsécondo grado , del terzo, ec. Rappresenti a:^-4-ma?-4-/i:=o ihi di- 
visojre razionale del secondo grado , e per esso si divida la pro- 
posta: si giungerà ad un residuo dèlia forma Mx-^jV, il quale 
iiovrà andare a zero indipendentemente dal valore di Xj perchè 
la divisione si faccia esattamente . AvreìiÉo perciò le due equa- 
zioni Mi^Oj N:^o date per /ti, ed /i, e se da queste eliminere- 
mo n otterremo una equazione in /n . Si cerchino le radici razio- 
nali di questa equazione, e se prese per m ci daranno un valo- 
re razionale anche per n , ne risulteranno altrettanti fattori ra- 
zionali della proposta. 

Sia data per esempio l'equazione rr*— 3a7»-*-ioar— 6iro , del- 
la quale si debbano cercare i^di visori razionali del secondo gra- 
^o. Si divida il primo membro della proposta per ^^ -1-/71 j7-f-n, 
e si giungerà al residuo (io-4-a/»/i— /w'-4-3m)xH-n*— /w*«-*-3/2 — 6. 
Quindi avremo le due equazioni 

m • — a/iiu«— 3/n— i o=:o , 
71*— m^/i-*-3/i— 6=ro , 
ed eliminando n l'equazione 

wi«—6j(^*-i-33w^— 100=0 • 
Le radici razionali di qi^esta sono a e —a , i quali valori sosti- 
tuiti nell'equazione w'—aw/^—S/n—i erro ci danno /izr— a, ed 
/zzr^. Dunque la proposta ha i due divisori razionali 
.r*-i-a^— a=o, a?*— aar-*-3=ro . ' 

Dalle cose precedenti facilmente si comprende, qual me- 
todo usar si debba per trovare i divisori ragionali del terzo gra- 
zio, o de' gradi superiori • 



è 



O' ALGEBRA P. I. 41S 

Di sopra (34) abbiamo dato il metodo p«ìr trovar la radì'ce 
quadrata del binomio a-^l/b; passiamo adesso alia ricerca del- 
la radice gualuiique di questo binomio > allorché è possibile. 
Sia primieramente m un numero dispari , e la radice w, «""»*! d^l 
binomio a-¥\/b sarà , quando è possibile ^ della forma 

(a?-4-j/y) I y^ i , poiché quialiinque altra forma si assuma, itia^- 

jeatatilla potenza m conterrà più di un radicale /e perciò .no|x 
potrà essere eguale al}a quantità a-^-^/b. Sia dunque 

!>/ (a-4^J)z=(a:-f^y) j>/jt^ ed elevando questa equazione aV 

la potenza m avremo 

^^,yi 1/ m m(m — 1) m-— a mfm'— i)(m—«ì)(m — 3),7w— 1 ,. ^^ \ 

u*-¥yb^kix -H— i — I — -X y^— ^' ' ■ ' ' x ^y^-HCcI 

> . > / m — I mfm— i)(m— a) m — 3 ^« \ 
-^k\/y\tnx «H ' ■ '' ù '^ j-4-ec. I . 

Ma siccome devono essere eguali tra loro separatamente le 
quantità razionali e le irrazionali , avremo 

(i) az=±\x H — '——J(^ J-^ec.j 

(2) \/bzzk\/y\mx -h -^ — -^ x y-HCC. j . 

Quindi apparisce, che sarà ancora \/ {p^^b)z=i{x^\/y^\/ k^ 

percKé da questa elevata alla potenza m si ricavano le medesi- 
me equazioni (i) , e (2). Si moltiplichino tra loro le due radici 

1/ (a-4-j/'A) , 1/ («— l/^) > « si otterrà \/ ^ 7^ =zxa--y, onde 

acciò la quantità x^— y sia razionale, cioè affinchè i3(-i-|/'& abbia 

una radice della forma \of:'^\/y)\/ k ^ conviene che --f— sia 

una potenza w.*'"»* . Si prenda adunque h in modo , che soddi- 
sfaccia a questa condizione, ed è sempre possìbile di avere un 
tal valore di k , perchè se non s^. ne trovano altri , si può pren- 

dere krz{a^ — b) ^ .^ Fatto ciò sia / ■ * ^c^ , ed avremo 
Tornai, • i5 
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«y^ia:*— e, e sostituito questo valore l'equazione (i) diventerà 

(3) a=zA:fa? h ^ ^a? (a?*— c)-Hec.l, • 

e le radici razionali dì.qnesta equazione, se ne ha, ci daranno 
il valore di jp; onde poi si dedurrà quello di^y^ir*— e, e quin-* 

di là radice cercata (aTdtj/y) 1/ A: . Inalzando. questa radice al- 
la potenza m , e paragonandola con la proposta ar^\/b vedremo 
quale de' due segni -4- o — si debba prendere. 

. Si debba per esempio estrarre la radice cubica dal binomio 

IH — \/%\ : avremo a=i, |/fc— j/ai ,^e 4= — , e quindi 

, ^ ■=: r-, che sarà un cubo se si prende kzz\y e perciò 

CZZ-^-T. Sostituiti questi valori l'equazione ^3) ditenterà 



ò 
4^'-HJ7— -i=:0 9 la quale ha una radice razionale := — .Saràdun- 

€f uè am-- , vrr ---i- -r-= -^= tt , e la rad ice cercata =--4- -rK a i • 
* a ' "^ 4 3 la Ò6* ab*; 

Sia proposto in secondo luogo di estrarre la radice cubica, 
dal binomio immaginario — 3h 1/— 3. Avremo azz — 3, 

i= , ^T— = — —-= ~- ponendo Ani , e perciò cn-S-. Ora 

a? ' A:a a^k^ 5» ^^ *^ _ 3 

l'equazione (3) diventa ^j?»— 737-4-3=0, le di cui radici sono — , 

I, ; i valori di y saranno perciò , ""3 * "" 1^ » ®*^ ^^ 

binomio proposto avrà le tre radici cubiche — —•rf/'— 3 , 



Sia adesso m pari =:a/i, e potremo supporre i/ (n-^^b) 
:n{[/x'¥\/y)\y/ k, poiché elevando questa quantità alla poten- 
za a/i, essa non conterrà che un solo radicale \/xy^ e l'equa- 
zione (1) sarà in questo easo 

//v '?/ n aw(a/i — \)n — l ^^ \ 

(4) a=k\x -H— i-^ — '-X y-H ec. j .. 






D* ALGEBRA P, I. nS 

Dovrà dunque essere 1/ ^ :=jr— -y^ e cjuindi acciò j? ed j 

siano razionali, converrà chesia la quantità una potenza 

a'/i.«*^">»; onde una condizione necessaria si è , che ««— 4 sia' uii 
quadrato, perchè tanto k^ che la frazione ■ è un quadrato. 

Posto ciò si cerchi per A; un numero tale, che diventi una 

* 

jiotenza e ; e ciò sarà sempre possibile, perchè si può prende- 



re fc=j/'(a**-i), e A;=J/'(a^— i) , se non si trovano altri 

Talori di k più piccoli di questi . Adesso avremo y^zx^^c^ e so- 
stituendo questo valore nella equazione (4) otterremo V equa- 
zione 

(5) a;=k{x h \ r (or— c)-*-ec. ) , 

le radici razionali della quale ci daranno i valori cercati di x^ 
Si voglia per esempio la radice quarta del binomio i4h-8|/^3; 
avHkiio a=ti49 fc^iga, e a*— fci4> ^^® ^ ^^ quadrato • Per ren- 
dere * :^ una quarta potenza prendiamo 4=:—, ed avremo 
t?r:a, e l'equazione (5) diventerà x^ — ao; — 3=o, che ci dà :r=:3. 
Onde y=:i , e la radice cefcata «ara *^ j^} . 

CAPITOLO XIV. 

Ricerca delle radici delV equazioni 
per approssimazione . 

54* 

.Abbiamo detto che le radici irrazionali dell'equazioni al di là 
del quarto grado non si sapevano finora generalmente esprime- 
re. Per rimediare a questa^ mancanza, di quelle radici, delle 
quali il valor vero conoscer non potevano, hanno procurato i 
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Geometri di ritrovare il valore così al vero prossimo , che Ter-T 
rore commesso fosse di qualunque data qnantìtà minore . Nell'e- 
sporre questa Teoria cercheremo in primo luogo il numero in- 
tero je? prossimamente minore di ciascuna tadice» in modo che 
la mdice cada tra i numeri p^ e p^t-i , il qual numero j9 si chia- 
ma il limite della radice: poi trovato questo limite ci accostè- 
jemo semprepiù al vero Valore della radice . E qui oonsiderere- 
mo per ora soltanto le radici positive e disuguali , pt^rchè delle 
uguali parleremo a parte , e perchè posto nella equazione — x in 
luogo di X le radici negative si cangiano in positive. Onde esa- 
minate prima le positive , per ottener le radici negative porre- 
mo —a? in luogo di ^, e cercheremo le radici positive delPequa- 
zìone che ne risulta. Tutta questa Teoria, che siamo per espor-^ 
re, sì deve al Sig. de la Grange, 

Se due quantità sostituite in luogo dell'incognita rendono 
il primo membro di una equazior^e di segno diverso , abbiamo 
veduto -che una radice è contenuta tra quelle quantità . Da que- 
sto principio dedurremo il modo di trovare i limiti delle radici . 
E ptimieramente convien riflettere , che se si sostituiscono 
nell'equazione due quantità/? e y, delle quali la prima sia Wg*- 
giore e la seoonda^mmore di una radice a, e sia inoltre/? — q mi- 
noie di qualunque delle differenze tra a e le altre radici i, e, 
rf, ec. , le quantità che risultano da queste sostituzioni avranno 
segni diversi. Poiché queste quantità son le seguenti; 

(/;r-a)(p— i>(/>--c)(/>— ^) ee. 

(5r-^)(5r-r*)(y— C)(jr-^) eC. 

Ora/? — ^i, eq — a hanno segni diversi, e gli altri fattori /?— A, 
p-^c , ec. hanno il medesimo segno de'fattori corrispondenti 
y— i, j^^-'-c, ec. ; infatti se due di essi , come/^— ^, ?^> avesse- 
ro segno diverso, Ja radice b sarebbe compresa tra/? e y, lo che 
è contro l'ipotesi. Dunque ec. 

Quindi se sarà r la piùi piccala tra le differenze delle radi- 
ci, e si prenderà A=z, o <r, p®i in luogo di x si sostituiranno 
nel primo membro dell'equazione i numeri o. A, 2A, 3A, 4^, 
SA, ec. , le quantità nate da queste sostituzioni formeranno un^ 
serie, nella quale vi saranno tante variazioni di segno, quante;, 
radici reali, positive, e disuguali avrà la proposta. Se l'equa- 
zione data ha una.spl^ radice reale positiva^, o più radici che 
differiscano tra loro di più. dell'unità, ia tal caso si potrà fere 
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k::r:i , cioè si potranno sostituire in luogo dì x i ntimeri nata- 
Tali Oy I, i&, 3, ec. Ma se la ptoposta ha più. radici positive» 
le diiferenze delle quali siano minori delP unità , allora si deve 
fare A<i , ed insieme minore o eguale alla più piccola differen- 
za tra le radici. Tutto l'affare adunque si riduce a trovare qual 
$ia la minima tra le differenze delle radici dell' equazione data, 

55- 

Proposta perciò l'equazione 

(B) X '^Ax -hJSo; •"" — Ca? "" -^Dx ^..•.3:0, 
cerchiamo un'altra equazione , ove l'incognita u sìa eguale alle 
differenze tra le radici della proposta. Siano a, &, e, ec. le ra- 
dici dell'equazione datn; i valori di u saranno a— è, ii-^c y ec. , 
b — a, i— e, ec. , e— a, e— ^, ec. ,J1 quali, com'è chiaro, saranno 
m{rn^^i) di numero ^ e due qualunque di essi saranno eguali e 
di segno contrario. Quindi l'equazione in u sarà priva di tutte 
le potestà dispari di u , dovendo essa rimaner la medesima , se 
invece di u vi si pone — ui e perciò se faremo u^zzy^ ed 

^ =±71, la risultante equazione sarà della forma 

n 41 n'—i nr ,1— a ^f ti— 3 /^v 

y —Ay -^B'y — C'y • -nec. szo. (D) 

, Per trovar questa equazione, supponghiamò che ^'.espri- 
ma una radice della proposta diversa da quella che rappresenta 
a:, e sarà similmente * 

,m j ,w— 1 r> ,/7i— a ^ ,w— 3 
X — -4a? -^Bx — CV -K ec. =:o. 

E siccome u esprimala differenza tra le radici della proposta, 

sarà ;r'=iar-4-2^, sostituito il qual valore nell'ultima equazione, 

ne nascerà ' - , • 

i>-t^a-HÌt^a.4^^6«j.ec.=o,; {M) ... 

ove sarà (89) 

Fzìzx —-407 -4-xjx — ec. ZZO 

^zmx/ — (m — i)Ax -♦-(wt-^)jBo? — ec.« 



« m(m— i) /7i--a (to— i)(wi— a) . m— 3 



a . -*-«c. 



éc. 
"Quindi l'equazione (M) divisa per u diventerà 

Q-HJRw-t-àSii^-t-ec. =zo. 
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Col mezzo di questa equazione e diella proposta eliminando oct 
avremo una equazione in u, nella quale se faremo u^zzy , otter- 
Temo la cercata equazione [D) . 

Ma siccome questa eliminazione presenta molte difficoltà ^ 
i coefficienti della trasformata {D) si troveranno più facilmente 

nel modo seguente. Rappresenti P^ ' la somma delle potenze 
jr.eaime delle radici della proposta, e sarà (87) 



P =- 

P<^)=:^P-!ìJ5 

Pi*>=^PC*)-BP^3C 

pc4):r^pt3)_5pi2)^cp-4r» 

ec. 



delle ràdici 



Inoltre esprima Q^ ^ la somma delle potenze r. 

della trasformata (/?)> cioè la somma dei binomj (a-^b) 

(a— £?) , , ec. (i— e) , ec, , e facilmente si vedrà che il valore 

di Q^ ' conterrà prima le potenze 2r. / delle radici della pro- 
posta moltiplicate per ot— i , perchè in 7w-ri binomj è compresa 
ciascuna di queste radici , poi la somma dei termini della forma 



a 



^r-^i 



ar— a,a 



i moltiplicati per --ar, i termini della forma a b 



moltiplicati per 



ar(iir— I ) 



ar— 3,3 



, quei della forma a b moltipli-* 



arfar— i)(ar— a) . . . g^ j 

cati per -S s-^J ^, e così in seguito. Onde sarà 



p( '•>'•) 



ar(ar— i) . . . (r-tri) ^ 
a . 3 . • • r a 



e sostituendovi i valori di p(^-^»0^p(a^-*^*), e<x. (38) 

i^ , D a.a.o...r/ 

Ma la quantità, che nella seconda linea moltiplica -^^^ ^ 



,pM/^j, arfar— i) ^ ar(ar— i](ar^ 
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evidentemente rz— 5— — ' h-i^ii ; dunque avremo 

ar(ar— T)(ar^— a) . . . fr-ni ) -P * -P 

a . o r a 

ove neir ultimo termine si deve prendere il segno -4- se r è pari , 
ed il segno — se r è dispari. 

Determinati i valori delle quantità Q , Q<»' . Q^'* , ec. , i 
coefficienti A' ^ B ,G , ec. della trasforinata (17) saranno daU 
dalle formule seguenti . 

C = ^ 

4 

ec. 
Dai coefficienti adunq^ie della proposta si troveranno pri^ 

mieramente i valori dì P, P^ % P^ ' . .. . P^ ^ ; poi da essi i 

valori di Q, Q^ » Q > • • • • v j « <la questi finalmente i coef- 
ficienti A' y B'y C, ec. Qui poi giova il riflettere, che F equa- 
zione (JD) sarà la medesima, se tutte le radici della proposta (B) 
si accresceranno, o si diminuiranno della medesima quantità. 
Onde se dalla proposta si toglierà il secondo termine, T equazio- 
ne (D) sarà la medesima, ma si determineranno più facilmei^te 
i di lei coefficienti . Poiché allora sarà'^=o, e perciò 

P=o Q ^zimPS^y , 

Cvf* ec. 



r 
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C 

ec. 

Per far T applicazione di ciò che abbiamo detto a qualche 
taso particolare, 

I. Sia proposta T equazione x*— ax— 5=ro, e si voglia tro- 
vare la trasformata in y. Sarà mzzi^ onde nsz — =z3, 

^=0, jB=:-a, C^5; quindi P=c, P<»)=4, PC»>=:i5, PU>=8, 
jP«*>:=:5o,PC«)=9,; Qrria, Q«^)=7a, Q<»)=:— 1497; ^'=*a, 
5'zz36, C'r:— 64S2 e perciò l'equazione cercata sarà 

y 8 — I aj*-t-36j-H643=o . 

II. Sia data l'equazione ar*— 737-1-7=0. Sarà TtrrS, j4zzo ^ 
Sz^^-^.Crz^T, ondePbrc, P^«)r:i4, pCOz=— ai, P<*)=98 , 
P^*>=:— Ì145, P(«>i=835; Q=4af, Q^>)=88a, Q<*>=i866st, 
^'=43, JJ'zz44i» C'=:49» ^ r equazione richiesta sarà 

y»— 4aya-|.44i3r.^49— O. 

Ili» Finalmente si abbia Tequazione a7<— 4^»-4-4^— 1=0 • 
Sarà »=6, ^=0, 5=— 4, C=— 4;*JD=— 1 ; P=o , P(0=i8 , 
P(0=r_/a, P<*^=:36, P^»)=— 80, PCO=aoo, P<'>=— 476, 
•p<Oz=ii56, pt9)=^-a784, P<«o)=67a8 , PC' 0=— i6a36 , 
P^'«)r:39ao4; Q=3a, QCa>=336 , Q«»)=:368o, ^^♦>=4ioa4, 
<2< «^>=463a3a , QC «):=:5a8oooo ; onde J'=3a , B'z=344, C'=i 3 j:*, 
^'=784, jB'=i:ia8, Fzzo: e l'equazione delle differenze in y 
sarà perciò 

j«— 3aj»^344y4— i3iay«-H784j^— laSjrso . 

56. 

Siccome le radici 
differenze tra le radici 

tutti i^suoi termini del medesimo segnc^ (nel qual caso non può 
avere alcuna radice reale positiva) le differenze delle radici 
dell'equazione (B) saranno tutte immaginarie: e perciò questa 
equazione o avrà una sola radice reale ^ o più radici reali tra 
loro eguali. Di questo caso parleremo in appresso ^ in quello è 
chiaro che possiamo fare Assi , 



liei dell'equazione (D) sono i quadrati delle 
ici della proposta (E), seT equazione (Z?) ha 
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Se r equazione (B) ha uno o più paja di radici eguali, Te- 
quazione (D) ha uno o più valori di ;y=o, ed è perciò o una o 
più volte divisibile per y. Fatta questa diviak^e, quando oc- 
corre, sia l'equazione che ne risalta di^oK nel modo se- 
guente : /\0/f 

i^Ay^sy^^^y* . . ..^ny'^^zo {E) 

ove r</i, o r^y» se niun valore di y è =0 . Facciamo jci:— , ed 
avremo l'equazione 

In questa equazione (F) si cerchi il limite / delle radici positi- 
ve (4o), e sarà / maggiore di tutti i valori positivi di jz;, e quin- 
di -— minore di tutti i valori positivi di —, cioè di y , cioè di «»• 

Sarà perciò -— minore di qualunque valore di u, cioè minore 
di qualunque differenza tra le radici della proposta. Ed ecco 



trovato il valore di A, cioè A=, o <— — ; o sia se A; è il numero 

intero prossimamente maggiore di p//^ A=r-- . Onde se A:srr, 

sarà A=:i , e potremo sostituire la serie o, i , a, 3, ec. in luo- 
go di a; . 

Negli altri pasi, quando A;>-i , si devono sostituire nel pri- 

I fa 3 

mo membro della proposta i numeri o> "r j "T • 7: > ^^'9 ® 1© 

quantità, che ne risulteranno, formeranno una serie, ove tante 
saranno le variazioni di segno , quante sono le radici reali, po- 
sitive , e disuguali della proposta . Nel medesimo tempo cono- 
sceremo il numero intero più prossimo a ciascuna radice : siano 

infatti -7- ed — r— due numeri, che sostituiti nell'equazione 

hanno dati resultati di segno diverso, una radice sarà compresa 

tra -r ed — r— , e perciò il numero intero prossimamente mino- 

■*h 

re di -r è il valor prossimo intero di questa radice . Qui poi si 
te . • • 

Tom. L 16 



/ 
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osservi , che se qualche sostituzione renderà il primo membro 
della proposta eguale a zero, la quantità sostituita sarà una ra« 
dice esatta della proposta . Del resto il numero di queste sosti- 
tuzioni sarà setnpre finito ; poiché la quantità da sostituirsi non 
può esser maggiore del limite delle radici positive della propo- 
sta, giacché tutte le quantità nlaggiori di questo lìmite danno 
resultati positivi. Onde se chiamiamo A questo limite, il nu- 
mero delle sostituzioni da farsi sarà al più =::^A. Siccome poi la 

sostituzione delle frazioni "T > jT » T' ®^* * ^*^* incomoda, tor- 

ce 
» nera meglio di porre subito nella proposta -r in luogo di a? , e 

A» 

sostituire nella trasformata i numeri o, i , 2, 3, ec. fino al li- 
mite delle di lei radici positive: le radici della p]:oposta cade- 
ranno tra quei due numeri consecutivi divisi per ky i quali da- 
ranno risultati di segno contrario • 

57. 

Fin qui abbiamo parlato delle radici reali e disuguali, di- 
ciamo adesso qualche cosa dell'eguali, e delle immaginarie. E 
primieramente se la proposta ha radici eguali, l'equazione {D) 
sarà tante volte divisibile per y , quante sono le combinazioni 
di due delle radici eguali ; onde dalla forma della trasformata 
(Z?), si potrà subito vedere, se la proposta contiene più radici 
eguali. L'equazione {B) abbia pertanto r radici i=a, e si molti* 
. plichi per la progressione aritmetica degli esponenti de* suoi ter- 
mini, in modo che ne nasca l'equazione (jB'):=o. Siccome le ra- 
dici della priiha equazione sono limiti delle radici della secon- 
da (44)5 ''■^i radici dell'equazione (jB'ìzzo saranno comprése tra 
ì lìmiti a ed a, cioè saranno =a. Similmente se l'equazione (B) 
ha s radici =i, l'equazione (JB') avrà ^—1 radici =:Ì. Se adun- 
que si cerca il massimo comun divisore dell'equazioni {B) e {B*)\ 
questo conterrà i fattori eguali della proposta, ma elevati ad 
una potenza minore di una unità. Sia R questo massimo co- 
mun divisore, e (jB") il quoziente di [B) diviso per /?; l'equa- 
zione (iB")r=o conterrà tutte le radici medesime della proposta, 
ma le radici multiple di questa saranno diventate semplici 
nell'equazione (jB")=ro, la quale perciò si potrà trattare con i 
metodi precedenti. Si possono ancora ottenere due diverse equa-. 
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2Ìoni, una delle quali contenga le sole radici eguali della piro- 
posta, e l'altra le sole disuguali. Si cerchi il massimo comun 
divisore di (5') e (J5"), e fattolo =JR', sia (jB'") il quoziente di 
{B") diviso per R , l'equazione (B'")=o conterrà le sole radici 
disuguali della proposta , e l' equazione iZ'zro le sole radici 
eguali, e ciascuna 4^ loro presa una sola volta. L'equazioni 
^'nc, e (jB'")=:o an^mettono i metodi precedenti . 

Per dilucidar questa Teoria con un esempio , sia data l'e- 
quazione t^'^ 

la quale ha tre radici =1 , due =a, e le altre disuguali 3, e —3. 
Si moltiplichino tutti i termini per gli esponenti dell'incognita 
in modo, che ne nasca l'equazione (jB') 

(B') ^ar* — 4^:r*-i-5o5?*-i-i5aa:*— 465a?*-»-44^^a>-i44^^> 
e questa equazione (5') ha due radici zzi , ed una =12 . Si cer- 
chi il massimo comun divisore R dell'equazioni {B) e (B'), e 
sarà 

e l'equazione jR=o ha due radici =:i , ed una =:a, cioè ha i 
fattori eguali della proposta, ma questi elevati ad una potenza 
minore di una unità. Sia (B^^) il quoziente di (B) divisa per iZ, 

(B")=a7*—3ar»— 70:^-^270:— 18, 
e le radici dell'equazione (JB")=io sono i , a, 3, —3, cioè quel- 
le medesime 4flla proposta, se non che le multiple son diven- 
tate semplici. Si cerchi adesso il massimo comun divisore JRf 
dell' equazioni {B') e (B") , e sìa inoltre {R") il quoziente di {B^ 
divisa per R' ; 

R — T«— 3a7H.a 

le ràdici di H'rso sono 1 e a, quelle di (B'")=o sono 3, e — 3, 
cioè la prima equazione contiene le sole radici eguali, e la se- 
conda le sole disuguali della proposta . 

58. 

Dopo di aver trovate tutte le radici reali tanto disuguali 
che eguali, se vediamo che il loro numero è minore del grado 
dell'equazione, ne concluderemo che le altre radici sono imma- 
ginarie. Acciò l'equazione (B) abbia tutte le sue radici reali, 
bisogna che i valori di u sieno auch'^essi reali , ed i valori perciò 



ff 
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di u^zny reali e positivi, cioè che 1* equazione {D) abbia tutte le 
radici reali e positive. Se dunque l'equazione [D) non ha i ^e- 
gni alternativamente positivi e negativi , la proposta avrà senza 
dubbio qualche radice immaginaria. Ora le radici immaginarie 
sono sempre in numero pari, e' due qualunque di esse sono del- 
la forma a-+-^[/'— i , a^^p/,— i ; sarà perciò M=:a^|/— i , ed 
*y=: — 4^* ; dal che apparisce che la trasformata (D) ha tante ra- 
dici reali negative , quante coppie di ràdici immaginarie si con- 
tengono nella proposta. 

Qùitidì se facciamo yrf—^, l'equazione (Z?) diventerà 

e questa equazione (G) avrà tante radici reali positive, quante 
coppie di radici immaginarie sono nella proposta. Siano dunque 
^', t^\ i^\ ee. le radici reali positive dell'equazione (G), ed i 

valori di /? saranno!^- — , l. — , ^ , , ec. Per conoscere adesso 

i valori di » si sostituisca nella propo&ta a-f-^l/— i in luogo di 
ije^ e paragonando tra dJ loro separatamente i termini Teali, ed 
immaginari , otterremo V equazioni seguenti , 

mOt -^pa ^JHjoi» -Hec. ire, 
ove ì coefficienti P, Q, ec. /?, ^r, ec. sono composti delle quan- 
tità Ay J3, C, ec. e di /?. .Ora se diamo a ^ uno dei precedenti 
'valori, l'equazioni (ij) devono aver luogo insieme, e perciò 
avranno qualche divisore comune. Si cerchi adunque il loro 
massimo comun divisore, e questo eguagliato a zero ci darà una 
equazione, per mezzo della quale Conosciuta /?, si conoscerà a . 
Qui però si rifletta, che se tutti i valori di § sono disuguali, a 
ciascun valore di j9 corrisponderà un valore di are perciò l' e- 
quazioni (H) avranno in questo caso una sola radice comune, o 
sia il loro divisore sarà di primo grado . La divisione adunque 
si deve allora continuare, finché si giunga ad un residuo., in 
cui a abbia un solo grado, e questo residuo eguagliato a zero 
ci darà il cercato valore di «. Ma se due valori di ^ sono egua* 
li, come a questi valori "eguali possono corrispondere due valo- 
ri diversi di a, conviene allora proseguire l'operazione fino ad 
un residuo di secondo grado per rapporto ad «, il quale ugua* 
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gliato a zero ci darà i due cercati valori di a . Si deve tenere 
una regola simile , »e i valori eguali di ^ sono in maggior nu- 
mero • 

59. 

Conosciuto il limite di ciascuna radice, convi<»n partirsi da 
esso per accostarsi più da vicino al vero valore della medesima 
radice . Sia data T equazione 

Ax h-joo? -i-Car -1- ec. =10 , (a) 
e sìa jp il limite di una delle sue radici , cioè sia x>p , ed x<p-^i^ 

Si faccia xzzp-^ — , e sostituito questo valore l'equazione 'ordi- 
nata per y diventi 

A'y'^^By'^'"^V'y^^^ec.=o. {h) 
Essendo adunque —>o, e; <i, sarà y>i; onde l'equazione (b) 

avrà una radice reale positiva maggiore dell'unità. Quindi col 
metodo precedente si cercherà il valor prossinio intero di que- 
sta radice , il quale si dica q. Si ponga y=^-4~", e T equazione 
(&) diventerà dopo questa sostituzione 

A"z'^^B"z'^'.^'z'^''^ee. =0, (e) 
la quale ha una radice reale maggiore dell'unità , il di cui limi- 
te se si chiama r . e si pone di Ihiovo zizr-^ — , si otterrà una 

nuova equazione in u^ che avrà anch'essa una radice maggiore 
dell'unità, e così in seguito. Operando iiella medesima manie- 
ra ci accosteremo sempre più al vero valore della radice. Bla se 
alcuno de'numeri />, y, r, ec. sarà una radice esatta della corri- 
spondente equazione , allora sarà o x^zp^ o y^^y ec. , e 1* opera- 
zione sarà terminata,. ed il valor della radice rii^scirà commen- 
surabile. Negli altri casi il valore della^t |^ice sarà irrazionale , 
né potremo conoscerlo che per approssimazione. 

Ciò che abbiamo detto di una radice, si deve applicare a 
tutte le altre: trovati cioè i limiti /?, p\p^\ ec. di ciascuna , ce 
ne dobbiamo servire per conoscer più da vicino il valore di es- 
sa. Ma qui devono osservarsi alcuiiie cose: se i numeri/?, p\p^\ 
ec. sono tutti diversi , le trasformate (/&), (e), ec. non avranno 
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che una sola radice maggiore dell' tinità , perchè se alcuna di es- 
se, per esempio (b), avesse due radici reali y' , y" , maggiori 

dell'unità, sarebbe jc=p-f- -7 , xzzp^ — ^7, cioè due valori di x 

avrebbero con ty;o l'ipòtesi il medesimo limite/?. Ne segue, che 
per trovare i limiti delle radici in quest'equazioni (A), (e), ec. 
basta allora sostituire i numeri naturali in luogo delle incogni- 
te j, js, ^c. (54)9 finché due sostituzioni contigue diano resulta- 
ti di segno contrario. 

Ma se due valori di x hanno il medesimo limite /i, in tal 
caso •l'equazioni (A), (e), ec. avranno due radici reali maggiori 
dell'unità, finché si giunga ad una equazione, di cui le due ra- 
dici abbiano diversi limiti; perchè allora ognuno di essi sommi^ 
Jiistrerà una differente serie d'equazioni, ciascuna delle quali 
avrà una sola radice maggiore dell'unità. Una simile riflessione 
si deve fare nel caso che la proposta abbia tre o più radici , il 
limite delle quali sia lo stesso. In tutti questi casi adunque 
conviene per ciascuna trasformata (A), (e), ec. trovar l'equazio- 
ne delle differenze (D), lo che richiede non leggiera fatica. Si 

potrà contuttociò farne di meno, se porremo nella proposta -p 

in luogo di Xy essendo k determinato come sopra (56): poi^liè 
l'equazione, che ne risulterà, avrà i limiti delle radici tutti di- 
versi. Allorché poi avremo trovato il valore delle radici di que- 
sta equazione^ se esso si dividerà per k, diventerà il valore del- 
le radici della proposta. 

Poste queste cose siano q ^r^ s, t, ec. i respettivi limiti in- 
teri della radice maggiore dell'unità nell'equazioni (i), (e), ec. , 
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e sarà a7=p-i — ,y=:y-4-— , acrr-f- — , ec. , e sostituendo succes- 
sivamente nel valore di x quelli di y, di «, ec, avremo xzrpy 

frazioni convergono verso il vero valóre della radice cercata in 

modo, che la prima f- è minore della radice, la seconda — — 

. . ^.^ 

maggiore, la terza di nuovo minore, e cosi in seguito, cosicché 

il valore cercato càderà tra due frazioni prossime. Quìeste fra- 
zioni si potranno più fakìilmente computare nel modo seguente . 

Si faccia 
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ec. ec. 

ed i precedenti valori prossimi di a> saranno espressi dalle fra* 

zioni -7 » ^ , "^ , jr » ec. , la ragione delle quali meglio si com* 

prenderà dopo che avremo esposta la dottrina delle yra;sio/»i co/i* 
tinue. Passiamo a dare qualch* esempio . 

I. Si debbano trovare per approssimazione le radici delFe* 
quaeione di terzo grado 

a:*— aa:— Szso, 
Cerchiamo in primo luogo l'equazione delle differenze in y, e 
troveremo (55) 

la qual' equazione siccome non ha i jsegni alternativi, si deve 
conchiudere (58) , che la proposta ha necessariamente due radi- 
ci immaginarie, e quindi una sola reale, onde per trovarne il 
limite , si possono (54) in luogo di x sostituire i numeri naturali 
©, I , a, 3, ec. Facendo dunque nella proposta x successivamen- 
te =o, I, a, 3, ec. abbiamo i resultati —5, —6, — i , i6: onde 
la radice cercata«cade tra i numeri 2 e 3, e perciò 2 è il di lei 
limite , cioè pzzsL . 

Adesso per avvicinarci al vero valore ponghiamo 

xz^p-^- — =:aH — , e ne risulterà Tequazione 

v»— loya— 6y— izze, 
la quale ha una sola radice reale maggiore dell'unità, e pereiò 
si possono sostituire i numeri i , a,^ 3, ec. Fatto ciò si trova la 
ra'dice compresa fra i numeri io, ed ii : e quindi^crio. Fac- 

clamo adunque j=iic-h— , e ne nascerà Tequasuone 

6i;s* — 94^^ — ao5f— *iiro, 
la quale posta zzzi , a , ec. diventa —54, 71 , ec. , e perciò nri . 

Ponghiamo z^ih , e continuando le operazioni nella mede^ 

sima forma per i valori delle lettere/?, q , r, ec. troveremo i nu- 
meri a, IO, I, I , a, 1 , 3, 1 , I , la, ec. Quindi ricaveremo i 
valori di », «', ? j |?', ce. come segue : 



,* 



xa8 
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a=2 

/?=2I 


.<»'=i 

^'=IO 


yi=i23 

U III 


J=ai 
£'=53 


ec. 


ec. 



', ec. le qua- 



e la radice cercata sarà prossimamente espressa dalle seguenti 

frazioni , 

A ar a3 44 '^^ '^^ ^7^ 7^' 1807 i64i5 

7*7o'17*a7'U''74'^'549' ^M' 78^7 

li saranno alternativamente minóri e maggiori del vero valore 
di J7. Se riduciamo coteste frazioni in decimali, i valori prossi- 
mi di X saranno così espressi : 

su , 000000 

% , I 00000 

A y 090909 
A , 095238 
A 9 094339 

2 , 094594 

SL y 094545 

2 y 094555 

Sb y 094551 

a , 094551 

l'ultimo de' quali non differirà dal vero né pure di un miUio- 

nesimo . 

Le altre radici della proposta abbiamo veduto essere imma- 
ginarie: chi vorrà il loro valore, l'otterrà facilmente ^el modo 
seguente (58). Riprendiamo l'equazione in y, e ponendovi 

y=— f essa diventerà 

^»-4-iat»-*-36^— 643=0 , 
e se ne cerchi la radice reale positiva . Questa radice vi sarà a 
motivo dell'ultimo termine negativo, e sostituendo o, i, a, 3, 
ec. in luogo di ty tro Verena o esser compresa tra i numeri 5 e 6. 

Si faccia pertanto f=5-*- — ; ne verrà l' equazione 



X 



38a:»— aSia?"— a7a>-^i=o, 
e il valor prossimo di x si troverà essere =6 . Si ponga 

xzze^ ~ , e continuando nelFistessa guisa per i seguenti valori 
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prowìmi troveremo i numeri 5^ 6, ec, onde ricaveremo le se- 
guenti frazioni convergenti verso la cercata radice "" > T" > "7"> 

^^ y ec. Conosciuta t^ se la radice inymaginaria della proposta 

si suppone o-h^^i, sarà ^=1— , e perciò sarà data ^. Si sosti- 
li 

tuisca adesso nella proposta a-i-^{/— i in luogo di a?; e parago- 
nando separatamente tra loro i termini reali ed immaginar] 
avremo le due equazioni 

a»— (3|9»-f.a)a— 5=0 

Sa»— !?•— a=io. 
Si cerchi il loro massimo comun divisore, e l'operazione si con- 
tinui fino al residuo — (8^*-4-4)<*— 15, ov'è la sola prima poten- 

za di a, e questo residuo eguagliato a zero ci darà «== . a ■ j. 

Avremo così anche il valore di a^ e quindi quello delle radici 
immaginarie o-h^i/— i , a— |!|/'— i . 

II. Prendiamo un'altro esempìodalla risoluzione dell'equa* 
•zionè 

07'— 7a:-4-7=ro. 

L'equazione delle differenze in y sarà (55) 

la quale avendo i segni alternativi ci ik sapere che la proposta 
può avere tutte le radici reali , e quelle disuguali tra loro, per- 
chè l'equazione delle differenzenon è divisibile per j. Facendo 

adunque (56) y=— avremo 

«*— Qz**+--i-j5— *-=:o . 
. 49 49 . . 

Per trovare il limite 2 delle radici positive di questa equa- 
zione, cerchiamo il più piccolo numero, che rende positive le 
quantità seguenti 

. ^^ 49 49 

49 
3/— g, 

Tom. 7* 17 
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e trovato £=9 avremo fc=3, e quindi A±: --., Ponghiamo pcrcife^ 

nella proposta -s- in luoga di x, ed avremo 

a?« — 63a7-Hi89i=o,, {ti) 
Bella quale equazione sostituiamo adesso in luogo di a; i nume- 
l'i o, 1 , 2, 3, ec. Tra le quantità, che nascono da queste sosti- 
tuzioni 9 quelle avranno alternativamente segni diversi , che cor- 
rispondono ai numeri 4 > 5 » 6 • Quindi la proposta ha due radi- 

45 5 6 

ci positive, una delle quali cade tra -r ^ "a"» l'altra tra '3^ e -s- , 

o sia ambedue tra i numeri i e 2, ed x è -il lora limite intero.. 

Per accostarci di più al vero valore di queste radici , ripren- 
diamo l'equazione (a) , nella quale i limiti delle radici sono di- 
versi, cioè il limite di una è =;=4> ^ dell'altra ;=z5. Ponghiama 

perciò nella equazione (a) oc-=lI^ — ,^ed avremo 

y»— i5j*-i-iay-4-i=o, 
la qual' equazione ha una sola radice maggiore dell'unità. So- 
stituiti pertanto in luogo di x i numeri i , 2, 3, ec. si troverà 
questa radice esser compresa tra ì numeri 14 e i5; onde ^=i4* 

Si faccia 3cn4-*~, e sarà 

27tt*— iSott^— 2yifr— izro. 
11 valor prossimo di usi trova =6; e perciò /zzò. Ponghiamo 

2/^:6-H —, e continuando le aperazioni nella medesima maniera 

per gli altri valori delle lettere s^ ec. troveremo i numeri i, 4» 
6, ec. Sarà dunque 

az=4 a'=i 

y=546 y'=»5 

te=4o3 J'=99 

i?=i958 «'=481 

fr=i2iSi f'=298S 

. ec. ec. 

onde i valori prossimi di quella radice della proposta > che cade 

tra 4* e -^ saranno espressi dalle frazioni 



I 
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j4 67 346 . 4^3 1^58 latSi 
3 * 4a ' a5ò ' ^ • T443 ' IgiSò ' ^^' 
Se riduciamo in frazione decimale la penultima o T ultima fra- 
eione , troveremo il valor prossimo della radice cercata 
m f 356895, che non differisce dal vero né pur di un mìllio* 
4ie$imo. 

Per trovare l'altra radice , che cade tra 1 numeri -:- e -5- , 

ponghiamo nell' equazione (a) ^r=5-f- —, ed avremo 

ys_^2y«— i5j— izso, 
ed il valor di y troveremo ^easer compreso tra i numeri 1 3 e 1 4* 

Facciamo viziS^h-»-» ed avremo 

a7M»-^i8ow* — ayi/— i=x), 
e siccome questa è la medesima equazione in u che abbiamo tro- 
vato di sopra, è evidente che i limiti della radice positiva tan- 
to di questa che delle seguenti equazioni saranno i medesimi, 
•che nel primo caso, cioè o» i, 4» ^> ^^* ^^^ pertanto 

«=5 a'=i 

^=66 /?'=j3 

y=z4oi ^—79 

^=467 ^^=92 

^=2269 I'=447 

?=i4o8i ^'=2774 
ec. eC. 

5 6 
fA i valori. prossimi della radice, che cade tra ir ^ -^9 saranpo 

espressi dalle frazioni 

5 66 4^r 46? ^^9 x4®8i 

delle quali se riduciamo le ultime dne in frazioni decimali , tro- 
veremo che il valore della radice cercata è prossimamente 
^£:i , 69202, e la differenea dal vero appena «c^guaglia un xnil- 
imiesimo • r 

iRimane la radice negativa, per trovar la quale ponghiamiò 
«ella proposta ^*^x in luogo dì .a^, ed avremo l' equazione 

X'*— 71^—7550, 



i52 ELEMENTI 

la quale a motivo dell' ultimo termine negativo avrà una radice 
reale positiva, ed una soltanto, perchè le altre due radici di 
questa equazione 8(>n0 state trovate di sopra, e sono negative^ 
Sostituendo pertanto ì namerr naturali in luogo dell* incognita 
vedremo, che il valore di questa radice positiva cade tra i nu- 
nieri 3 e 4« e perciò —3 è il valor prossimo della radice negati- 
va della proposta . Trovato il limite ci potremo, accostar di pia 
al vero valore, come ne' casi precedenti abbiamo bastantemente 
indicato. 

III. Sia data finalmente da risolversi per approssimazione 
l'equazione del quarto grado 

L'equazione de' quadrati delle differenze tra le radici si trova 
essere (55) 

y«— 3aj*-i-S44j'* — i3xaj»-i-784y* — laSyrro,. 
la quale, essendo divisibile per*y, c'^indica che la proposta ha 
due radici eguali (57) . Perciò si moltiplichino i termini della 
proposta per la progressione 4 > 3^2, 1,0 respetti vamente , e ne 
nascerà 1* equazione * 

4a? »,— 8^7-4-4=0 • 

Si cerchi il massimo comun divisore di questa equazione e deh- 
la proposta , il quale si troverà essere ar— i ^ e perciò le due rar 
dici eguali della proposta sono ciascuna =1 . Per ottenere le al- 
tre radici dividiamo la proposta per (j:^r-0*> ® ne verrà l'equa- 
zione a7^-f-2:r-«-ii=o, la quale contiene le radici disuguali. 
Quantunque si sappia facilmente trovar le radici di questa equa- 
zione, pure chi volesse averne il valor prossimo con questo me» 
todo, ei brevemente lo conseguirà nel modo seguente. Siccome 



il limite della radice positiva è zero, facciamo asno-H — =— ., 

l'equazione diventerà j^— aj— izro, e il valor prossimo di y si 

troverà z=a. Si ponga adunque j=:a-i-— , ed avrassi 

js^— a^s^— j=o, la quale equazione essendo la medesima ehe la 
prM^edente in y, è chiaro che i valori prossimi tanto di z che 
delle susseguenti incognite saranno tutti =a , cioè i valori del- 
le lettere/^, 9 > r, ec. saranno o, a, a, ec. dai quali si potranne 
poi formare le frazioni convergenti -versa la cercata radice. 



\ 
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•ISA' 



ra- 



Neir equazioni del secondo grado sempre succede^ che do- 
pò varie sostituzioni e diverse equazioni ritorna poi una delle 
precedenti equazioni, che le altre seguitano col medesimo ordi- 
ne. Per dimostrar ciò prendiamo TeqiKizione Aa^-^Bx^^Cszo^ 
nella quale Ay B, C sono numeri interi, e J5^— 4^C è una 

quantità positiva, ed avremo 0= !--^ Z_-/ , ove li 

dicale può esser preso positivamente o negativamente, se am*- 
bedue le radici della proposta son positive. Sia j? il limite m^ 

I' 
tero dì X, e facendo ^rrrp-i-— otterremo l'equazione 

Su 

^V>-f-5V-4-^=o, oye A'^Ap^-^-Bp^C iB'=2^Jp^B, e sarà 

a;zz ^—^—r» — ^ ^ ^ » Se p' e il valor prossimo di y, si fi^» 

a^A 

rà a^'zg?'-*- -77 > ^ così in seguito. Ora si osservi, che 

J5'«— 4^^'=-S* — A^C; onde la quantità radicale sarà la medfv 
sima in tutti i valori di a:, a?', j?", ec: ma rimane incerto qua! 
segno ne'diver&i valori si debba dare a' questo radicale. Per to- 
gliere il dubbio qì rifletta,, che posto J5»— 4-^Crr/? abbiamo 

_2?.+^/D_ B'^^D 2A . ^. 

*^ — fk motivo di 



zA' ^A\^B'^Pj'^-B'^D 

5'*^4^^'==Z?, e perciò 2M-Ì2=a«D.*-£±^ 

^ ^ . 2A 

= 7^""^ ^^ — •^''~"~'^^ ^ ^°"® apparisce, che il segno 

di i/D nel valore di x' si deve prender contrario al segno che 
ha nel Valore di ^. Quindi sé denotiamo col segno < il numero 
intero prpssimainente minóre della quantità che succede a que- 
sto segno ,è chiaro che pier'aveir le traéformate converrà, fare "^ il 
calcolo seguente , - * . . 



. ' j i 



'M 
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. < ^ ' k ■ . - 

ec. 



B'zz^Ap +B , />' <=^' ~<^^ 



l'I, ■ ^— ^^-p^ 



a^' 



5"=a^>'-i-s' , />"<r:^"'^^ 



»>!■ » ■ 



B"'=z!tA"p"-*^" , p'"- 



%A" 
^B"'^i/D 



aA'" 
ec, ec. 

J)ve pfrj tegnojdi ^/'jD »i deve -prendere quel medetimo , che h* 
luogo nel valoxe di x, e le trasformate saranno , 

A'x'»Jb'x'^A=o 

A" x" ^^B" x" ^A' -^zo 

■ .A"'x"'»-t.B"'x"'^A"=so 

Osservando che ff^ -44 A'zizD::z'b"^ -4J'^"==B'"»-4^"^'"=ee. 
vedremo che le, quantità A\ A", À!'\ ec. si possono più facil- 
Tnentfe dedurre dalle formule 

Se la proposta ha una sola radice positiva, o due radici po- 
sitive, delle qxiali però la differenza sia maggióre dell' ««Uà) 
ciascuna di queste. trasformate avrà una sola radice reale mag- 
giore dell'unità. Ma « k diffei»»» delle due radiaci delU pre- 
posta è minore deli* unità, le trasformate avranno da principio 
due radici maggiori delVanità., ma poi ài 'giungerà ad miatii esr 
^e, che airrà una sola radice* maggiore dell'unità. Sia 

là prima trasformata, cjie h^ «W 1^\^ radice^maggiore dell uni- 
ià, il di cui lìmite intero sia.?,^ e la trasfqrmata «eguente sarà 

«ve sarà ^<'«-+-')=^('"V"-<-«^'"W^^'"""^ • Ma ^ trasform'a- 
ta-in a-.|iTendo una sola radice >f , se in essa in luogo di «so- 
stituiamo q ed il limite delle radici positive, avremo (4a) due 
-^resultati di segno contrario . Ora sostituendo il limite delle ra- 



/ 
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4ici positive abbiftmo^ un resultato del medesimo segno di 

^''"^flB), e sostituefldo q abbiamo il resultato 
^^^.^^^^^^(«-•^-.^(«-•-x). jj„„q„^ Jm)^ Jm^t) 

hanno un se^O diyefso; e nell'istessa maniera dimostreremo^ 

che nelle trasfottoàte seguenti A^'^^^K ^^''^^K A^''^^\eo. 
avranno segni differenti . 

Ciò posto , siccome ì?=b('^').£('«*^U4^('"),^('«-^^) 
=B<'«*»).5<'»**>-4^(**'U<'^»)=ec., ed i prodotti 
A^^' .A^^'^^\A^ "*" KA^^'^^' ytc. soa tutti n^pitivi, avremo 
primieramente jB^^'^^^<^Z),J5^''*^^^<l/Z>, ec. , e poiché i 
numeri A^ ^^A^ ' , ec. son tutti interi , avremo ancora 

A^^^<;ìD,A^^'^^^^<ìD , ec. E perchè non vi è che un certo 
nùmero di numeri interi minori di ^B e di [/D ^ le quantità 

jjv •-^ /^j5\ /^ ec, A^ ' yA> ' , ec* non potranno avere 
che un determinato numero di valori differenti , e se la loro se- 
rie si contìnua alFinfinito, ritorneranno i medesimi numeri. E 
cosi pure ritornerà la medesima combinazione di termini corri«> 
spendenti nelle due serie, poiché esaurite tutte le combinazio* 
ni diverse, il numero delle quali è finito, la combinazione che 
segue sacà necessariamente una delle preoedei^ti * Si avrà per-'' 

tatfto >Ì^^£=^^^ e fi^'^^^W^^ ove si può considerare 

sempre t €»m6 pari. Perchè siccome i numeri A^ ^ , B^^^ de- 
vono ritornare più volte, se la loro distanza fosse sempre dispa- 
ri, basterebbe prendere ]^r distanza la. somma di due intervalli, 
la quale sarà pari. Ma essendo t pari, \/D avrà il medesimo 

segno tanto m p^ ^ che in pr ^ % e quindi j?'^""*" ^z::^^'^^ , 
^«+<-i)^(«+i^5(«^^H-i)^(n-^i)^ „i^ ^ trasforniat. 

sarà affatto simile alla trasformata 

lo che dovrà dimostrarsi. 

Quindi si deduce vCn metodo più semplice per risolvere per 
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approssimazione V equazioni del secondo grado • Si ealcoliW 
con le formule precedenti le quantità j9 , /?', ec. , A', jf*; ec. , 

JB' , B'\ ec. , finché si giunga ad avere A^^^^'^^A^^^ , e 

J5^ "*" ^rziB^ ', essendo t pari, e non occorre andar più. oltre, 
perchè gli altri termini si succederanno col medesimo ardine, 

cioè sarà ^(»-^-^^)=>-*-'),ec.,B<'»*'-^»)=s('^'), ec. , 

Sìa data per esempio l'equazione 2:r'-^a?-4-3zzo : avremo 
A:^2y 5=— '6, C=3, |/'l?=|/ia=:aj/3, e siccome le due radi- 
ci di questa equazione sono positive, dovremo fare due diverse 
operazioni prendendo |/^J9 prima positivamente e poi negativa* 
auente . Diamo in primo luogoap^Z? il segno -f-, ed avremo 

4 
8 » —a 

-4 4 

i?"'=4— a=za ^»'-.4--^^— .,, . 

8 
Sicc(HBe-abbiamo ^"z^ff, eA.A"'szA', e la differenza degl'iacliol 
*è ipari, ci fermeremo qui, ed ilimitiaed i ritorneranno contùma* 
unente, cioè i valori di ^,»',j»",ec. saranno a, a, », a, i,a, i,«c» 
Prendiamo adesto |/x? negativamente ed jptrr^mo 

JB =3-6 -4 =a p < ^y^ -o 

Iff :s=-6 A' =±llf=r* / <^^^.-i • 

-4 4 • 

^^ 8 '^ -~a 

*^ -4 



E' =6-6=so 
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Qui ci arrestiamo, perchè ff'^zzB"\ ed A^zzA'": onde i valori 
di /?,/>', /?", ec. saranno o» 1, i » i, ift, i, i»/ i , a, ec. 

Il metodo esposto per l'approssimazione delle radici di qua- 
lunque equazione , del quale siamo debitori al Sig. de la Gran^ 
gè* è il più eccellente di quanti ne sono stati finora immagina- 
ti, ed il solo in cui quest'oggetto sia trattato in tutta l'esten- 
sione, e con tutta l'esattezza. Chi avrà bene imparato questo 
metodo in tutte le sue parti , e se ne avrà reso facile l' uso , po- 
. tra con ragione credere di aver molto acquistato, e di esser di- 
venuto abbastanza abile in questa parte d'Algebra, di cui abbia- 
mo finora trattato, la quale ha per oggetto di rintracciar^ della 
radici o il valor vero, o il valore , quanto si vuole, prossimo al 
vero . Meritano di esser vedute nelle Memorie dell'Accademia di 
Berlino dell'anno 1768. le Riftemoni del Sig, de la Grange per 
perfezionare « rendere in alcuni casi più semplice il suo me- 
todo • 

CAPITOLO XV. 

De* Problemi iudetermin'ati • 

jC\.bbiamo veduto di sopra (49)» che se il numero dell'equazio- 
ni eguaglia quello delle incognito, il problema è. sempre deter- 
minato, e ciascuna delle incognite ha un valore fisso. Alcune 
volte però succede, che il numero dell'equazioni sia maggiore 
o minore di quello delle incognite; nel primo caso il problema 
si àlee più che determinato-indeterminato npl secondo. Nei prò- 
^len^i più che determinati si devono rigettare l'equazioni super- 
flue^ poi trovato per mezzo delle rimanenti equazioni il valor 
•delle incognite, si deve vedere se l'equazioni lasciate da parte 
possono aussistere insieme con le altre, cioè se i valori delle in^ 
cognite ricavati da queste soddisfanno ancora a quelle* Se ciò 
succede 9 è un segno che l'equazioni rigettate dipendevano dalle 
altre io modo, che le condizioni espresse da quelle erano i» 
questa incluse^ e il problema diventa allora determinato. Se 
poi il medesimo valore delle incognite non soddisfa a tutte l'e- 
quazioni , il problema è Impossìbile, perchè le di lui condizioni 
Tom. I. * ^ 18 
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sono tra loro contradittorie. Supponghiamo per esempia che 
qualche problema ci abbia condotti alle seguenti equazioni 

3T-4-ay=:5 , 

Posta da parte l'ultima equazione, dalle prime due si deduce 
^=ì , j=f , i quali valori siccome non soddisfanno alla terza 
equazione, il prob}ema sarà impossibile . Ma se la terza equazio- 
ne fosse stata 5x-f-5y=:9, i medesimi valori soddisfarebbero an- 
che a questa, ed il problema sarebbe determinata. La ragione 
della differenza di un caso all'altro è riposta in questo ; nel pri- 
mo caso la terza equazione non dipende dalle altre , ma ne di- 
pende nel secondo , giacché è la somma delle prime due . Queste 
poche riflessioni su' problemi più che determinati ci mostrano 
apertamente la loro natura; passiamo adesso a dir qualche cosa 
de' problemi indeterminati, i quali formano una special parte 
dell'Algebra, che da essi prende il nome di Analisi indeterml'^ 

Essendo ne' problemi indeterminati il numero d.elle inco- 
gnite maggiore di quello dell- equazioni, in modo che alcuna 
delle incognite rimane indefinita; in luogo di una o più inco- 
gnite si potrà prendere qualunque numero, e quindi questi pro- 
blemi ammettono infinite soluzioni. Ma siccome vi si aggiunge 
la condizione, che i numeri cercati siano interi e positivi, o al- 
meno razionali, il numero delle soluzioni viene ad esser da tali 
condizioni limitato in modo, che spesso si riducano a poche, al- 
cune volte non ve ne sia alcuna , altre v£>lte poi si mantengano 
contuttociò infinite. Quindi avviene che questa parte di Analisi 
per le varie condizioni , a cui convien soddisfare, esige spesso 
molta acutezza e singolari àrtifizj di calcolo . Per la più facile 
intelligenza prendiamo in primo luogo a risolvere un probleina 
semplicissimo, in cui si cercano due numeri interi, positivi, e 
tali che la loro somma sia io. Se chiamiamo x eày questi nu- 
Hieri, sarà ar-Hy^io, cioè amo— ^y, ove y può avere qualun- 
que valore intero positivo, e perciò rappresentare tutti i nume- 
ri interi dall'unità all' infinito . Ma perchè anche il numero x 
dev'esser positivo, è chiaro che y non può esser maggiore di xo> 
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% se si esclude il caso di j?r:o , y non può esser maggiore di 9 • 
Onde avranno luogo soltanto le soluzioni seguenti, 

x=i\\ a, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 • 

5=9,8,7,6,5,4,3,2,1, 
%[a le ultime quattro dì queste soluzioni sono le medesime che 
le quattro prime: quindi la proposta questione si può risolvere 
in sole cinque maniere . Nella S'tessa guisa si potrà risolvere l'e- 
quazione X'^ifyzrx , ove il coefficiente di una delle indetermina* 
te è =:i ; poiché sarà cczzc^^y , e per y non si potranno prende^ 

re, che i numeri interi positivi minori di -r- * 

Ma se l'equazione da risolversi in numeri interi sarà della 
forma air-f-iy=:c , ove a e b sono maggiori dell'unità, converrà 
prima ridurla alla forma precedente, in cui ao b è =zi . Si os- 
servi, che se i numeri a e b non fossero pricni tra loro , ma aves- 
sero un Comune fattore d maggiore delI'uDità, bisognerebbe che 
sinché il numero e fosse multiplo di rf, acciò T equazione potes- 
se sussistere in numeri interi. Onde in tal caso si potrà togliere 
mi^diante la divisione il fattore comune rf.per ottenere .una 
equazione più semplice., in cui a e & siano primi tra loro . Ciò 
posto sìa a<b^ e sìa m il multiplo maggiore dì a contenuto in 
by in modo ch^ sia fczAw/n-i' , e ponghiamo X'-^-myzzt, l'equa- 
zione ax*^y::zc diventerà o/-f-J'y33c, ove sarà V<,a e <lb . Se V 
è m avremo già ottenuto l'intento; ma se V è >i, sia dì nuo- 
vo m! il multiplo maggiore di i*^ contenuto in a, cioè sia 
azsm'V^^ y e sposto y-JHfnltziì! avremo l'equazione dt-^Vt^'Zz.c^ 
ove sarà .o-<i' . Se a' è .>i, continueremo l'operazione nella 
medesima maniera; e siccome i numeri b\ a'., ec son tutti po- 
sitivi e vanno dimft>uendo, in fine giungeremo ad uno di essi 
che sarà eguale all' unità , e l' equazione corrispondente a que- 
sto ci darà il valore in numeri interi della respettiva indetermi- 
nata, onde poi retrocedendo avremo per mezzo dell'equazioni 
ar-Hwytsì?, y-f.iH7ir^', ec. i valori di tutte le altre indetermina- 
te f , e finalmente quelli di a? e di y. Sìa per esempio a'cri , ed 
avremo fcrc— è'f ' , y=i— to'/z=( i ^'mlY-^rdc , ed 
a;r=f — ^otj=:(i-i-»2to')c— (vwH-A'/ww'-i-i')*'; cioè le due incognite a? 
ed y saranno espresse per un' altra indeterminata /', la quale 
dovrà prendersi in. modo, ohe i valori di x ed j iriescano ambe- 
due positivi . , 
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' Si debba per esempio dividere il numero aS in due parti ^ 
una delle quali sia un multiplo di 2, e l'altra di 3: se ebiamia* 
mo aa? e $y queste parti, sarà '2^-4-3y:=:ft5 . Si faccia x-^y^zt^ e 
sarà a/^-4-3c=25 ; e -siccome siamo già arrivaci ad una equazione,, 
in cui una delle ihdeterminate ha per coefficiente l' unità , To- 
perazione è terminata ,ed abbiamo jczaS— a/, ed jcn/-wy-:z:3/ — aS. 
Per aver questi valori di y ed or espressi in numeri più piccoli 
facciamo ^zzia— z, ed avremo y=aj8-t-i , arazzi 1 — 3* . U valore di' 
ry riesce positivo, se per z si prende qualunque numero positi- 
vo ; ma acciò riesca positivo anche quello di a; , convien che sia ^ 

3z<ii, e «<-5--<4> ^^^ ^^^ maggiore di*3. Onde nascono le 
quattro soluzioni ^^ 

jrzi , 3, 5, 7, • 

a=ii,8,5,a, ^ 
e le parti cercate saranno 1.® aa-i-3, a.® 16-+-9 , S.® iohiS, 
4*® •4"i"^^ 9 le quali tutte formano il medesimo numero aS. 

I problemi, che (fóndiicono all'equazione aX'-^-hyrizc , ove 
a^h ^ e e sono numeri positivi, hanno sempre un numero limi- 
tato di soluzioni . Ma se a*o h sarà un numero negativo, cioè se 
si dovrà risolvere in numeri interi e positivi T equazione 
ax — hyzzc , si avrà in tal caso una diversa specie di problemi , i 
quaili ammettono infinite soluzioni . Per render ciò sensibile con 
un esempio, cerchiamo il numero iV, che sia prima divisibile 
per 5, poi diviso per 7 lasci il residuo S». Sarà iV=i:5ar, ed insie- 
me iVrr7yH-3 ; onde nasce l' equazione 5x— 7^*^3 . Si faccia 

X'-ynt , e sarà 5?— ayrr3 , 
a^— y=/' , a^'nH /=:3 . 

Quindi avrassi ft=:3 — a^' 

a7=:j-+-/rr9— 7^ ' , 
e le incognite or ed y saranno espresse per ufi' altra indetermina- 
ta^', la quale, potendo esser negativa, ci darà infiniti valori di 
a: e di y. Per maggior semplicità facciamo ?'=i— «, e ne verrà 
yr:5js-i-i , a;Sr7Z-i-a, ove per z si può prendere qualunque nu- 
mero intero positivo. Il numero cercato JVè=:35»-i-io, e se yi 
faremo «=ro, otterremo il più piccolo valore di iV=io: gli altri 
valori nasceranno dall' aggiunger continuamente 35 a jo. 
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In simil guisa se-è<iata l'^uaziope aear— 31^=7, si faccia 
57— "jirzf , e sarà ao^— i iy=:7 

/-i-fr=^" 9i"-H a/'=7 

Quindi avremo / ^"=7 —a*'" 

. / =^'— /'=iJ5 -ìM'" 

y =t v-T ^' =63 r-ao^' 

a? zr^ -4- ^^98 -^3i/' 

Sarà dunque 07=98— 3 li'", y==65— ao/'",. o ^a (posta ^"'=3— z) 

a;=3iJ5-t-5, y=2o«-+.3, ed i minimi valori di, a?, y saranno re- 

spettivamente 5 e 3 . 

E inutite Tav venire, che T operazione , con cui data Tequa* 
zìone ax:ìdby::zc si trovano i numeri b\ d ^ ec, è quella istessa 
con la quale si cerca il massimo comun divisore de' numeri a e 
i; cioè V>^ ia', eé. sono i residui delle diverse divisioni, che a 
quest'oggetto si fanno. Onde siccome a e i son tra loro nume- 
ri primi, l'ultimo de' residui sarà eguale all'unità, e perciò po- 
trà sempre ottenersi una equazione della forma r-i-aj=zc. 

Col me<Jesimo metodo si risolvono l'equazioni del primo 
grado, qu^uiKjue sia il numero delle indeterminate in esse 
contenuta! biadata per esempio l'equazione 5;r-ii-8y-^7is=:5o« 
Si faccia jr-Hjn:/, e sai[à 5^ h-3j-4-7«~5o, 
' y-Hifiir/' , • , . ' . 3i' -i-af-i-7«=;j5o , 
f-f*^-=f", a^"7f-^'-H7ie=6o . 

Quindi sarà f'^5o — nf — 72?, " * 

t =f '* — ^'=3^"-i-72;— 5o , 
yrr^'f— /=ioo— 14« — 5/", 

xrzzt — j=8^"-+-aiz— i5d., \ - J 

e per avere tutte le soluzioni della proposta, converrà prender - 
per z tutti i numeri interi positivi, e per f" tutti i numeri in- 
teri che rendono j ed or positivi . Per più sent|)licità si facoia 
^"-f-2«=4o — Uy ed avrassi j=:5i<— 4^, w^ic^JhSz^Hu » Ora acciò 
i valori di j ed a: riescano positivi, convien prima che u sìa po- 
sitivo, e pòi 55<— e >— r — 5 otide' dovrà essere a5tt>32w—4o> 
•d zi<6 « Quindi si troveranno le seguenti soluzioni ; 
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i*r=i, «rii, y=i, xzr7, 

ic^2, z=:2, y222y d;zz4> 

w=:3, «=3, yz=3, ^i. 

Ponendo i/=r4^ ^ ii=5 troveremo una delle indeterminate Xy ò 

^=0, perciò abbiamo escluse queste 8ólu2Ìoni, 

Si potrebbe giungere alla risoluzione della proposta equa- 
^one anche nel modo seguente . iSi faccia 

a:-*-y-f-5s±i^, e sarà 5*«^3y^-2«=:5o , 
a^-HyH-acr^^, 2r^-i- jH- /=:5o. 

Quindi sarà j=5o— ^— af', 

4J = f ' — 2/--)c=:3/'— .^— 5o , 

^ sia, posto 3^— ^':=:;m^ 



y=s5o— 7f-+*2a, 

2C=8^^3I^^5o , 
<)ve per uè/ devono prendersi tutti i numeri interi e positivi > 
cke rendono positive le tre precedenti indeterminata . 

63. 

Passiamo adèsso à vedete, come sì risòlvano in numeri io^ 
tari queir equazioni , nelle quali una delle indeterminate y non 
è inalzata che alla prima potenza, qualunque siano le potenze 
deir altra. Prendendo il Valore di y avremo 

a'-!^X'Jha''x^'^a'"x^-¥^'^x*'¥' ec. 

^^^^b^Vx^"x^ -hA"'a?» ^^"^^♦^ ec. * 

•^ converrà cereare un numero intero, che preso per x renda il 
:i^meratote di questa frazioae divisibile pel denominatore . Si 
iac<^ . * 

jKca-»w»'x-*-a"iF*-**a'"a7*-i- ec. > 

q=& ^'x-^'^x^ -Hi"' j? » H- ec. , 

ed eliminata x da queste due equazioni si ginngerà ad una equa- 
flione della forma * 

^H-^-i*-€?f'-f-2?P^H^^y-4-Fj'*-H ec. zzo, 

ove i coe£Bcienti A, B^ ^>^,®p: saranno nuroeti interi composli 
de' numeri a^ h, a' , b' , ec. Ora siccome J^— > ® quindi p^^y > 
se sostituiamo questo valore àìp avremo 
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ove tutti i termini son moltiplicati per q eccettuato il primo ter- 
mine Al quindi anche A sarà divisibile per^, altrimenti y e q 
non potrebbero esser numeri interi. Si cerchino adunque tutti i 
divisovi di ^ , e si supponga q suceessivamente eguale a ciascu- 
no di essi, ed ognuna di queste -supposizioni ci darà una equa- 
zione determinata in x ^ della quale si cercheranno le radici in- 
tere, e quelle di queste radici, che renderanno p divisibile per 
q^ ci daranno un valore intero anche per j, e risolveranno il 
problema . 

Se q non contiene x, cioè se si dovrà risolvere T equazione 

a-f-o'j?-»-a"j:a-*-a'"x s-h ec. 
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il metodo precedente non potrà usarsi ; ma si troveranno tutd i 
valori di x nel modo seguente . Si s.upponga che sia n un valore 
di X che risolva l'equazione, cioè che renda a-Ho'^-4-a"a;*H- ec. 
4ivisibile per b, è chiaro che ogni numero della forma n±bmy 
ove m sia un numero intero, la risolverà egualmente. Ora, se 

n è >-— (facendo astrazione dai segni di n e di i) è chiaro che 

potremo sempre determinare m in modo, che sia n:±ibm<r- , e 

ciò potrà farsi in una sola maniera per ciascun valore di /z e di 

h 
h , Se si chiama n' questo valore di n:±Jfm, che è <— , si avr^ 

generalmente nssnJzidbm, Quindi se si-sostituiscono in luogo di 

X tutti i numeri positivi e negativi che non superano — nella 

quantità a-+-a'a:-4-a"a72-+»ec. , e si chiamano n', vl\ 7Ì^\ ec. quei 
che rendono questa quantità divisibile per i, tutti gli altri va- 
lori di X che risolvono il problema saranno espressi dalle for- 
mule nJzìdbm! , 7Ì^zidmC\ rì!^^'±bni^\ ec, ove m', ni\ i»"', ec. rap- 
prèsentano numeri interi . 

.64. 

Sia proposta adesso l'equazione del secondo grada 
H'-^X'^-cy-^dx^'^^xy^^fy^zzo , 
e si debbano trovare i valori razionali di a: e di j, i quali sod- 
disfanno a questa equazione .Risolvendola avremo 



>N 



j44 elementi 

2fy-¥'ex-¥'Cz:r3i/'[ {C'¥-ex) ^r-^J^Oh^ix-^x^ ) ] i:=j/(/72-wii?-f^a?^ ) fa- 
cendo mzzLC^^^^f^ niZL%ce^-^É^f ^ pzze^'^É^f ^ e la questione si 
ridurrà a trovar dei valori di x, che rendano la quantità 
wìtr¥nx-\^px^ eguale ad un quadrato . Sia dunque m-4-/iar-i^iF^=is*, 
«^d avremo a/pjr-+-fJ=|/'(4p2"-4*«^— '4'«/>) > cioè tutta la difficoltà 
sarà ridotta a render la formula Az^^^B eguale ad un quadrato, 
essendo A e B numeri interi dati positivi o negativi, e ìe un 
nunvero indeterminato, che dev'essere ragionale. Supponghia* 
, ino in primo luogo che A sia un quadrato, cioè che debba ren-* 
dersi razionale la formula j/(«^«*-hJ5) . Facciamo 
}/'(d^z^'^B):izasH-'m , ed avremo a^z*-f*JB=a*«*-f-a/»tf«-f'^* , e 

zrz — : e se prendendo per m qualunque numero intero o 

fratto , positivo o negativo daremo questo valore a Zy la formu- 

la \/{a^z'^^^B) riescirà razionale, cioè sarà = - -^ 



Sia adesso B un quadrato ni^ , e facendo \/{Az^^^) 
"zzb-^-mz avremo Az^^^-zzb^^^uhmz-^m^z^^ cioè A zzzub/n^m^z, 

onde si deduce «==-: — ■ — , il aual valore rende la formula 

l/iAz^^^) razionale ed =— r ^ — . 

Sia in terzo luogo la quantità Az^-^B il prodotto di due 
fattori razionali, in modo che si debba risolvere l'equazione 
{az^)(céH^):izy^ , Facciamo ;y=iOT(a«-4-A) , e quadrando avremo 
{az^)lcz^d):zyn^{az^)^ , cioè cz'^z=:m^{az'^), e quindi 



e — TO^a 

Sia finalmente la formula ^^^-f-jBr^^-i-yr, essenclo/^, j, r 
quantità della forma a-^J^z . I» questo caso facendo 
\/{p^'¥^r)z:jM^^q avrefìno yi^sai»pyH-ma^'> , cioè nzi^mp-^m^q^ 
dalla quale equazione facilmente sì dedurrà il valóre di ^ . 

Nei casi diversi da quelli che abbiamo adesso considerati è 
molto difficile la risoluzione dell'equazione ^z*-hì?=j* , ma se 
un solo valore di z si conosce, facilmente se ne deducono tutti 
gli altri infiniti, che egualmente la risolvono . Sia a questo va- 
lore di z, che rende ^a»-*-flt=&* , cioè Bzdb^-^Aa^ , e sostitui- 
to questo valore di B la nostra equazione prenderà la forma. 
-4.(«a^aa)-HA^=ja , o 3ia j4(i5-Ha)(5?— a)-i-A»=y* . Questa equa- 
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uose è nel quarto de' casi contemplati di sopra, perciò si faccia 
^=:J-wf»(«— o)., ed avrassi ><(2-t*a)=ai*n-*-w *(«*—«) ; onde si rica-» 

va T"^ . 

Fin qui erana giunti i Geometri nella risoluzione dell'equa* 
zioni del seconda grado, quando il Sig. de la Grtmge n rivol* 
se a perfezionare questa parte d'Algebra, e T arricchì di molti 
•d eccellenti metodi « A questo gran Geometra si deve la gene«> 
rale risoluzione dell'equazione Az^-^Bssy^y the qui brevemen- 
te eeporremo , rimandando i nostri leggitori per una maggiore 
istruzione nell'Analisi indeterminata alle Memorie dell* Accufie'" 
mia di Bei-lino degli anni 1 767 , e 1768 , ed al secondo tomo de- 
gli Elementi' d* Algehra del oig. Euler. 

Sia data pertanto la formula Az^^^B^ che dev'essere un 
quadrato, ove né ^ né J3 son quadrati , perchè altrimenti si pò* 
trebbe risolvere con i metodi precedenti • Se i numeri Am B soa 
divisibili per qualche quadrato, in modo che sia Axa^A! ^ 
BzsA^B', la formula Az^^B sarà della forma a^jtz'^'^^B, e 

divisa per i* e posto -r-=«' si ridurrà ad ^V*-+-jB', e conosciu- 
to il valore di z' che rende questa formula un quadrato , sarà 
— il valore di z che renderà' un quadrato la formula jiz^'^B . 
Consideriamo adunque la formula Az^^^^By in cui né A né' B 
contengono fattori quadrati, e facciamo zrs^ ^ essendo questa 

Ao^ 
frazione ridotta ai minimi termini ; avremo la quantità ^ -hjET 

che dovrà essere un quadrato, dunque lo sarà anche la quantità 
Ap^'^Bq* y e quindi si dovrà risolvere l'equazione 
Ap^^Bq^:=iy^ y orep^ y , ed y devono essere numeri interi. Si 
osservi che il numero q dovrà esser primo con A; perchè se 
avessero un fattore comune e, il termine Bq^ sarebbe divisibi- 
le per e' , ed il termina Ap^ solo per e, giacché jp e q son primi 
tra loro, ed A per ipotesi non contiene alcun fattore quadrato, 
onde la quantità Ap^^k^Bq^ non sarebbe divisibile che una so- 
la volta p^r e, e non potrebbe perciò essere un quadrato. Nella 
medesima maniera si dimostrerà che/i e B non devono contene* 
xe alcun fattore, comune . 

Tom. I. , 19 
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Ciò posto sia A>B indìpeodenteineiite dai loro legm , e ci 
«crìfaT equazione sotto la forma jip^zsy^-^Bq^ , e siccome^, 
f 9 ed y sono numeri interi , dovrà essere y^^-^B^* divisibile per 
A. Si faccia j=n^—^f', e poiché A e q souo prioii tra loro, 
questa ecfuazi<me potrà sempre risolversi in nuoieri interi (6a) , 
e ci darà i valori di n e di 9'» qualunque AÌano quelli di y e di 
q . Fatta la sostitucione la quantità y^'^Bq* diventa 
•(1»»— J?)^?*— anu<jj'-4ni<^f '* , che dev'esaer diviaibìle per A; • 
«iecome lo sono tutti i tèrmini fuovchè il primo, converrà che 
sia/s*-*^divisibileper^, perchè f ed ^ sono numeri primi 
tra loro. Quindi (6a; ai tenteranno pec a tutti i numeri non 

>>-^ . e se non se ne trov^ alcuno, che renda n^'^B divisìbile 

par ^y se ne concluderà che l'equaaione Ap^:sj^'<-^Bq* non è 
risolubile iu numeri interi, cioè che la formula ^^-^'i? non 
può essere un quadrata. Ma se si troverà uno o più valori di n, 
che abbiano queste propriedà, si prenderanno tutti uno dopo 
}' altro itài éontiouarà il calcolo come aegue • 

Prima però si osservi, che sarebbe inutile il dare ad n dei 

valori >— ; poiché se chiamiamo rà uno dei valpri soddisfacien-» 

ti di n éhe sono <--- , tutti gli altri che nascono da questo sa- 

lAasmo espi^essi d«dla formula rC-ààmA^ e so^ìtuendo questi ia 
jluQgo di 71 nella quantità (/»»—J5)^a^a/i^5ry'H--4*y'* , cioè 
(jiqr^Aq^Y'^Bq'^ avremo il medesimo resultato , che se sostituis- 
aemo solamente n\ ed aggiungessimo a jjf' la quantità ^f£mq; 
onde siccome q^è un numerò indeterminato, la sostituzione di 
¥i!dbmA, non eì darà formale div^er^ae da quella, che nasoe dalla 
semplice 80«ÉÌt^tói<Wie di «%' ' 5 . • ,' * 

Trovato un valot^ di ^^ sia v^^ il quoziente di n*-^B éi\u 
so p€fr A, in m>odo e>h6 sia AAfssth^'^B, e Tequazione 
Ap^rry^-^Bq^ divisa^ per ^ di vendeva 

p^rszA'q'^'^^nqq'^Aq'^ , . 

n'^*^.tì A 

ove yi' sarà <^, pex^hè ^'z:;— -r— , ^B<Ai, ed «<— . Ora se 

A è un qtwdratoy potremo fare ^iSo, qz^i , e p:S3^/Af , ed ot- 
terremo una fiToluziéiie delia proposta, dalla quale potr«Mio poi 
dedurre tutte le altre infinite. Ma se A! non é un quadretto, si 
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Ofiservi^^ egli è <!,Bf o se al-meno contiene tin fattore quadrato^ 
toho Jl'quale divenga <,B ì'Adipcaaden temente dfti segni • In tal 
CASO si moltiplichi l'*equazione per A\ é si aytk 

onde la formula Bq^^-^A^p^ dovjà esaei>e un quadrato ^ e quinr 
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di 86 di'y^i^'mo per/)* e facc?aipo — rss', dovrà essere un qua- 
drato la formula Bz'^^^^^' . Nel caso che ^' avesse vm fattore 

qn&drato a* si farà -^rrz^ e si otterrà la formula Hz'^-^-Cy la 

** ap 

Ioale è simile alla proposta As^h^B^ ma in quella i coefficienti 
fé C sono minori. 

Se poi A\o A' diviso pel suo massimo fattor quadrato non 
è <B, si i9i^t\9Lqzsmq''^'\^V^^ìà^kKiOfatp^^lA!q^^^nqq**^Aq\^^ 
diventerà 
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p»Vtjtq'*-^n'q'q"^A'ifi*%.. 



ove v!zzn^rnA\ ed A^zz^Am^^^^mn^Az^-^-^^^. Si determini 

il numero intero m io modo che sia n'<— o =r— indipen- 

denl^mente dai segni , lo che è sempre possibile , od alleni. sarà 

^'<:^', perchè ^'-^^^, e JB=r, o <A', ed n'ri, ó <— , . 

Adesso si farà il medesimo discorso di sopra/ 6 se ;^^' è un qua- 
drato, si avrà la risoluzione dell' equoissione; se A' diviso pel 
suo maggior fattore quadrato b^ diventerà <B, si moltip|iehe-, 



rà tutta Tequaziope per A" y e posto -t-*<=«' «i otterrà, liLpjrmT?- ^ 

Jfi B*!^"^, ehe tdovrà eè^ett un qnndr^ito » e nella quale ^q|e^ 
fidenti B e C saranno' minori di, quei della proposta Az^-^, 

. Afta «e lìon ««locede alcuno, di questi cstsi, tareoio di iiiiovo 
q^zzm'q'^'f^^^ét requaaioaw diventerà 

ov-e aarà sinHilhicnta «"zm'-i*»'^" , e ^'"sr— -m — > ©■ prendeiiF. 

do w' in modo che n" non aia >; — avremo -/4'"<-4", e su questa 

^Qasdone faremo delle riflessioni simili aHe precedenti , e così 
in seguito. Ora siccoiQe i numeri A^ A'y'Ji"^A"\ec» vanno 
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eontinuamente diminuendo, giungeremo finalmente ad uno di 
essi y che sarà <8, e chiamando C questo termine avremo la 
formula Bz'^~t*Cy che dovrà essere un quadrato. Quindi col cal- 
colo precedente la formula Az^-^B sì ridurrà ad un'altra più. 
semplice jBa'^H-C, almeno se il problema è possibile. E se fac* 
cìamo una simile operazione sulla formula Èz'^-^^C, la ridurre- 
mo ad un*altra più semplice Cz^^^k'D ^ e cosi in seguito. E sic- 
come i numeri A y B , C y D y ec, formano una serie decrescente 
di numeri interi, questa non potrà andare all'infinito, ma sarà 
siciiramente limitata. Onde se il prol)lema non ammette solu- 
zione in numeri razionali , giungeremo ad una condizione im- 
possibile a soddisfarsi , ma se il problema è risolubile , arrivere- 
mo ad una equazione, in cui uno de' coefficienti sarà un^qila- 
drato, e risoluta questa potremo rimontare retrocedendo a tutte 
le altre, fino alla prima Ap^-JhBq^zzy* . Ho supposto, che nel- 
la formula Az^^^B sia A maggiore di J?; se fi^sse A-^B si porrà 

0=-^ f e tutto il resto anderà come sopra • 

Esempio I. 

Si debba rendere eguale ad un quadrato la formula ai«*H-7 . 
Siccome i numeri ^ e 2^1 non hanno alcun fattore jquadrato^ e 

^i è >7 , io faccio zzz^, ed ottengo T equazione 

Cerco in primo luogo un numero intero n che sia ■<— > « ren- 
da»*— 7 divisibile per ai, e trovo /iriy, in modo che 7»— 7=ia.ai. 
0% pongo y=73^ — ^i?'> e dividendo per ai ottengo l'equazione 

j9*z=25^^— ij^^^'-f-ai^'» , 
ove il coefficiente di q^ è minore del coefficiente di q^ nell'al- 
tiOL. equazione; dunque moltiplicando per a avrò 

ajpa=4y^---a85'5F'-4^4ay'*==(a^--75'')»— 7^'*, 

e perciò la formula 7^'»-^a/?* , o sia , posto ì-isb', la formula 

72^a.4-a dovrà essére un quadrato. 

Operando di nuovo su questa formula osservo che i nume- 
ri a e 7 non ha Ano fattori quadrati, e che 7 .è >a; perciò fac- 

ciò «'=:—, ed ho da risolvere l'equazione 
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Cerco un numero 7»<^» che renda la quantità ii^«**a divisibile 

per 7 , e trovato rczò , in modo che 3*— -azii.Y , faccio y=zis^is\ 
e giungo air equazione 

r»=^— ^i'H-75'" . 
Poiché il coefficiente di s^ è un quadrato si , risolvo questa 
equazione prendendo s'zzo, szzi , rzzi ^ e quindi deduco 

r a' 

^zzizzz'-izz^ , cioè a'=3». Sostituendo questo valore di q^ nella 

5 p ^^^ ■ 

equazione 7j'*-i-ap"=(ajr— 7^')* io ne ricavo 8p*=(Ay— 7P)* » «d 
estraendo la radice quadrata Spsra^— 7/^9 cioò jc=:5f'» e 



:^=;-7- , il qual valore di z rende la formula ^iz^^i eguale 

ad un quadrato . 

Esempio IL 

Sia proposto di rendere razionale la formula (/"(S^sde*— ^aS}. 
Osservo primieramente che 5a è divisibile per 4 che è un qua- 
drato, e poiché —=13 é <a3, faccio «=1-2- , e poDgo la risul- 

tante equazione sotto la forma 

— a3p«=y«— i3y* . 

Conviene adesso cercare un numero n< — , in modo che sìa 

a ' 

7}a— 13 divisibile per 23; si trova n=:6, che ci dà 
6»-^i3=:— iX— a3, dunque si faccia j=6j'-4-a3jr% e si avrà l'e- 
quazione 

Siccome ilnoefficiente Aìq^ in quesfta equazione é minore del 
coefficiente Ai q^ nella equazione precedente, si moltiplichi per 
—I , e si otterrà 

— /?a=3jr>Hhi2?y'-i-(6a—i3>jF'«=(y-*-6}')a— i3y'», 
onde dovrà essere un quadrato la fórinnla liiq'^r-'P^y o sia la 

formula i3«'»—i, pósto -^-znig' . 

P ' ' /. . 

Poiòhè il numero i3 non ha alcun fattore quadrato, faccio 

z'=^, ed ho l'equazione 
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Cerco il numéfo n<-^9 che renda n'^H-i ub multiplo di i3» e 

trovato n=5 pohgo y=r5^-*i3j', e Tequazione i3r»=:y«-i-^« di- 
venta 

Siccome il coefficiente a di ^> ò maggiore di i Ooèfficietite di s* 
nella preoedekite equazione , cerco un numefo m tale, che 
S-^fìjn non sia >i9 e trovato m=r2 faccio 5=a^'-M", e l'equa- 
zione diventa 

Ora siccome iti questa il coefficiente di ^'^ è un quadrato » la ri- 
solvo facendo s^'zmo, /=n,:r=:i,edalla equazione ^^a^'n-j" ot- 
tengo S^i2: onde 2'= — rz:-^ ^ e perciò q'^^, è sostituito questo 

^ ^ ** 3» 

valore dì y' l'equazione i3y'*— y*=:(y-i-6y')" mi dà -^szjrn-Sp , 

cioè jC3— *^ , e azr-2- =>- -j , oppure «=-t » perchè nella for- 

mulu 5a2>«— 23 non essendovi che il quadrato di z, il valore di 
X può essere tanto positivo che negativo. 

Esempio IH. 

Sia proposta finàlqiente la formula lys'-^-iS. Siccome i 

numeri 17015 non hanno fattori quadrati , ponendo 2z^-^avre« 

mo l'equazione 

Si cerchi il numero, n òhe renda a^--*j5 un multiplo di 17, si 
troverà nsi'^'y e questo è il solo valore soddisfaciente di n, che 

sia <— . l'osto perciò yz^iq^-^Jig' si otterrà l'equazione 
la quale , |>oiehè à^^ ^ <iS^a , moltiplicata per % diventa 

onde fatto 4-=^^ 1^ formula i5z''h-2 dovrà essere un quadrato. 

Posto pertanto z'= — , perchè i coefficienti non contengono fat« 
tori quadrati , si avrà l' equazione 
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Converrebbe adesso cercare ^ ^mero n , che rendesw ««-a 
divuibile per x5j ma siccome non si trova alcun numero <i^. 
che preso per n scnJdisfaccia « questa condizione, si concluderà 

?e,sTh:ia's:7r;?:»s* -"^^^"^ ^° s^-^ ^"*^ 

I». 1. f« 1 'i ''°° »*=* ""* '*>^° '^alo'e razionale di z, che ren- 

me tolnSl^hh'*^ '«"*^'' ''* "" ^'"'^^^^^ " troveranno col 
«lori ^i '^ accennato di sopra , tutti gli altri infiniti 

valor, di z e questi saranno in parte*^interi , e in parte fratti 

Svl"r7^"'"° ' '""Y ^'^*'" ^°*«" di *. ""* »« « dovesse : 
solvere 1 equazione ^z-n-fey" in numeri interi , ne nascerà 

bramo a n? ™1 *"^'.P'^ '^'^'^^^ ***'l P"-"» . di «"i " '»«'! 
«Tntìn^e ^^^^ ^' """* "'P*»'*" la'dottrina delle frazioni 
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CAPITOLO PRIMO 

Delle Funzioni ingenerale^ 

65, 

1? inora abbiamo distinte le quantità cognite dalle incognite; 
adesso avremo specialmente riguardo a quella proprietà delle 
quantità , per la quale altre sono costanti , altre variabili. Si di- 
ce quantità costante quella che ritien sempre il medesimo va- 
lore, e si suol denotare con le prime lettere dell'Alfabeto a^ b, 
e 9 ec. ; variabile si chiama quella quantità indeterminata , che 
può prendere tutti i valori determinati, e si esprime con le ul- 
time lettere dell* Alfabeto a?, y, z, ec. Sia proposto di trovare 
■due quantità, delle quali sia data la somma a: è chiaro che 
chiamata x una di queste c[uantità , l'altra sarà a— ^, e con ciò 
;solo sarà soddisfattala condizione del problema^ e siccome non 
vi resta niente per determinare x, potrà essa avere qualunque 
valore . Sarà perciò in questo problema a una quantità costan- 
te, ed ir una quantità variabile. 

Funzione dì una quantità variabile è una espressione ana- 
litica in qualunque modo composta di questa quantità variabi- 
le , e di quantità costanti : cosìa-i-ix la^x^-^x^ , aar-i-(/(a»— x"), 

V sono funzioni di x. Quindi la funzione di una variabile è 
^ocli' essa una quantità variabile , poiché la variabile potendo 
Tom, L sio 



i54 ELEMENTI 

avere qualunque valere , a ciascuao de' quali corrisponde un va- 
lore della funzione 9 anche la funzione prenderà infiniti valori; 
né vi sarà alcun valore determinato,, che la funzione non possa 
avere. Si danno però alcune funzioni apparenti, le quali riten-* 
gono sempre il medesimo valore comunque si cangi la variabi- 
le: tali sono X y i , , che in realtà sono quantità co- 

stanti . 

Le varie specie dell« funzióni si devono ripetere dai divej> 
si modi, ne' quali sono per mezzo di operazioni analitiche dalla 
variabile composte • Tali operazioni sono la somma , la sottra- 
zione, la moltiplicazione, la divisione, T inalzamento alle po^ 
tenze, l'estrazione delle radici, ed anche la risoluzione dell'e- 
quazioni . Oltre queste operazioni algebraiche ve ne sono altre , 
che si chiamano trascendenti , come 1' esponenziali , le loga^ 
ritmiche , e molte altre così dette , perchè ti^iscendono le forze 
dell'Algebra ordinaria, e dipendono dalla quadratura incognita 
di qualche curva. Cosi, come non sappiamo algebraicamentè 
esprimere Tarea del cerchio , tutte le operazioni dipendenti dal- 
la quadratura del cerchio saranno trascendenti. Quindi nasce )a 
prima e la principale divisione delle funzioni in algebraiche, e 
trascendenti; quelle son composte per mezzo di operazioni al- 
gebraiche, queste con operazioni trascendenti. Qui però convie- 
ne osservare che la funzione non si reputa mai trascendente , se 
l'operazione trascendente non involve la variabile. Cosi se 
chiamiamo e la circonferenza del cerchio di un dato raggio, 
quantunque questa quantità sia trascendente, pure le funzioni 
c-f-J?, co;, sono algebraiche . 

Le funzioni algebraiche sono razionali , se'Ia variabile non 




iponenti negativi, nèjg^i 
tore delle frazioni che compongono la funzione; all'opposto so- 
no fratte quelle che hanno la variabile coli' esponente negati- 
vo , o nel denominatore delle frazioni che le compongono . 

Se la funzione X è determinata per la variabile x e costan- 
ti nel medesimo modo, che la funzione Y è espressa per y e co- 
stanti, queste funzioni X ed Y si dicono ji/»i/i : tali sarebbero 
le funzioni a^^x^-^-cx^ , flk-^j-Hcy* . Le funzioni simili sono ta- 
li^ che permutate le variabili una si cangia nelP altra. 
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Qualunqne funzione intera X «i pui^ riBolvere we'suoi fat- 
tori : facciamo X:izo , e le radici di questa equazione giano a ^ 
by e, ec. ; saranno a:— ^, a?r^, ar— <, ec. i fattori della funzione 
X , ed essa si potrà esprimere per mezzo del loro prodotto. Co- 
si, essendo X:=:Ax -^Bx -nCa: • . . . h-T, sarà 

»V^f H^f -H l^=z{x—ay{x-4>){a>-Ì)ec. ; e quin- 

di Xz=:A{x'^{x^b){x — e) ec. Mutando i segni a tutti i fattori 
a?— a, ^— J, ec, avremo ancora -X'zr±:-^(fl— a7)(i— a7)(c— ^) ec; 
ove si deve prendere ritegno -4- o — , secondochè n è pari o di- 

T 

spari . Ma per la natura dell* equazioni ± --^nahc .^.^\ quindi 

^^ ltfrfcH£=^L!£:=T(i-f)(i-|-)(x- 5)ec. In d 

diverse forme adunque una funzione intera si può esprimere 
per mezzo de' suoi fattori , e questi saranno reali o immaginar]*, 
secondochè le radici della equazione JYrso sono reali o immagi- 
narie . Ma siccome abbiamo dimostrato, che delle radici imma- 
ginarie due son sempre tali, che il prodotto de'£sitti^, i quali 
ne risultano, e reale, una funzione intera qualunque sarà riso*, 
lubile in fattori reali del secondo grado. 

66. 

Aggiungiamo a quello che abbiamo A^t\<i qualche cosa sul- 
le funzioni di più variàbili . Una funzione delle variabili x , y , 
Zy eci è una espresaione formata da queste variabili per mezzo 
-di operazioni tanto algébraiche, che trascendenti. Oltre al rife- 
rire a queste funzioni ciò che abbiamo detto sulla diversità del- 
le funzióni di una sola variabile , si deve particolarmente nota- 
re la specie seguente . Una funzione intera di due o più varia-* 
bili si dice omogenea , se le Variabili formano in cìascnin termi- 
ne di essa la medesima ttitnensione , col qnal nome «s'intende la 
somma degli esponeifi ti stelle variabili; eterogenea se la dimen- 
sione è diversa. Le funzioni intere <)mogenee si dividono in spe- 
cie secondo là. loro dimensione : così ax-^iy-^cz-^ ec è la for- 
mula generale delle funzioni intere di una dimensione, 
ax^-^éxy-^cy^r^xz-^^yz-^fz^-^- ec è la formula generale delle 
(funzioni di due dimensioni, e così in seguito. Lacostante a poi' 
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sì chiama una funzione di nessuna dimensione, perchè si può 
supporre moltiplicata per x^ . Le funzioni fratte* saranno omo- 
genee, se avranno la medesima dimensione in tutti i termini 
del numeratore, e la medesima in tutti quei del denominatore, 
e la dimensione della funzione sarà eguale alla differenza delle 

dimensioni del numeratore e del denominatore. Cosi — ■ r-=^ 

è una funzione omogenea di una dimensione, ^ è di tre 

dimensioni , — ed . ;— ^ sono funzioni di ninna dimensione^ 

— — jz ^* -?-J dimensione , -—Z di —3 dimensioni . Riguar- 

do alle funzioni irrazionali , se JIT è una funzione omogenea di 
n dimensioni, sarà \/X una funzione di — » dimensioni, i/X 

di -Trn dimensioni, e in generale X^ ài — /x dimensioni . Così 

|/(a7*-*-ja) jè una funzione di una dimensione, 1/ (y*H-a?y)* . è 
di-- dimensioni, — 2LlZ di ninna dimensionai 

^ . ■ , di — I dimensione. 

Come le funzioni intere di una sola variabile x si risòlvo-^ 
no in fattori della forma a^-hbx ^ cosi le funzioni intere omoge-» 
nee di due variabili or, j si possono risolvere in fattori della, 
forma ay^^x . Ipf&ttì se in una funzione omogenea di n dimen-;. 
«ioni facciamo y=a^jp, essa diventerà il prodotto della potenza 

X in una funzione intera della variabile u; poiché mediante 
questa sostituzione la dimensione di x crescerà in ciffscun ter* 
mine della dimensione di j; e come le dimensioni di x ed y 
prese insieme erano n in ciascun termine, adesso avrà x n di- 
mensioni in tutti i termini, e perciò la funzione sarà divisibile 

per X , ed il quoziente comprenderà la sola variabile u. Sia V 
questo quoziente , il quale si potrà risolvere in fattori della for- 
ma, au^b, ed i fattori della funzione proposta Fx saranno del- 
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la forma auxr^bx^ cioè ay-^hx ^ perchè uoerry. Quindi la forma 
generale delle funzioni omogenee intere di due dimensioni sarà 
(aj-i-Aar)(€?y-Wa7) ; quella di tre (a3r-i-iar)(cy-i-rfa:)(ey-H/i) , ec. 

' Rigualfdò alle fùrrzioni intere di più variabili si deve finche 
ijotare la loro divisióne in ordini ^ nella quale l'ordine è deter- 
minato dalla massima dimensione, che s'incontra ne' termini 
della funzione. Cosi a:*-Hy*— ajr-t-iy-f-c è una funzione del se- 
cond' ordine, ifry'— fly»-*-Axy— ca?* è una funzione del quart'or- 
dine. 

Fi nalniente, delle fuiizìpni intere altre sono complesse^ al- 
tre incomplesse. Complesse si dicono quelle, le quali si posso- 
no risolvere in due o più fattori razionali : tale sarebbe la fun- 
zione y*— ^»j»-t-aaij?y— i*ar^-^aacj-*-aJc^— e*, perchè è egua- ^. 
le al prodotto (y^^f-tfj— Aa;-hc)(y*— ayn-Axi-c); .tali ancora sono 
le funzioni omogenee di due variabili, perchè si possono risol- 
vere in fattori semplici. Si comprende facilmente, che le fun- 
zioni sono incómplesse , quando non si possono risolvere in fat-^ 
tori razionali . 

C APITOLO JL 

Delle quantità esponenziali ^ e de^ logaritmi . 

67. . 

Oiccome l'indole delle funzioni algebraiche abbastanza si co- 
nosce da ciò eh« ne abbiamo detto nella prima Parte, prendia- 
mo a considerare qualche funzione trascendente, e in primo 
luDgo parliamo delle quantità esponenziali, e^dei logaritmi. Sì 
dicono quantità esjponjsi^ziali quelle potestà che hanno l'espo- 
nente variabile , e siccome per mezzo di qualunque operazione 
algebraica le quantità non possono ricevere che esponenti co- 
stanti, le quantità esponenziali si devono riporre tra le trascen- 
denti • Varie sono le specie delle quantità esponenziali , come 

X • X X . 

^ 9 y y a 9 y * y ®c« > secondochè è variabile il solo 
esponente, o anche la quantità elevata, o l'esponente rnedesi- 
mo è una quantità esponenziale. Consideriamo particolarmente 

la funzione a^, il valor della quale dipende e dal valore di Xy 
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« dalla grandezza della costante a^ Perchè se orzi , sarà sempre 

a ZZI qualunque valore si dia ad x; ma se a>i , il valqre di a 
crescerà al crescere di a?, finché posta orroo {con questa carat- 
teristica s'indica un valore infinito ^ o sia maggiore di qualun- 

t[Qe quantità data) anche a diventerà infinita. Posta x^o^ sa« 

rk a ZZI , e se X diventa <o, o sia negativa, il valore di a an^ 

drà sempre decrescendo, finché posta jtiz-^od diventerà a :Zzo . 
L'opposto avviene se a<i, ma ìif ambedue i casi il valore di 

n non diventa mai negativo • . 

Sia dunque y:^(i ; sarà y una funzione di a:, e qualunque 
valore si dia ad a;, ne nascerà un valore determinato di y. È 

chiaro che sarà y zia , y zza , ed in generale y zza ^ e 
presi per n dei valori fratti o negativi sarà 
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^ ^^ a, , ^M 3 , ec. Inoltre se avienio anche 



I 

{/^ 

vizza , sarà yuzza , =^zza , . ^ 

68. 

Siccome dato qualunque valore di x si «può trovare il vaTo- 
re corrispondente di y ; così ad un dato valore di y corrispon- 

derà un valore di x tale, che sia a 'zzy. Questo valore di x sì * 
chiama il logaritmo di j, e si denota così, lpg*y; onde^se avre* 

*mo ancora a zzu^ sarà z^ log. z^. La quantità costante a si 
chiamala base de'logaritmi , determinata la qual base il Ioga- 

ritmo di un numero y è quell'esponente x della potestà a i il 

quale rende a sry. Qualunque numero però si prenda per la 

-base o, sarà sempre log. i— o ; poiché se nell'equazione a rry 
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ponghiamo y=ii y dovrà essere xzzlog.izzzo . Se a sarà >^i , ì lo- 
garitmi de'numeri maggiori dell'unità sarauno positivi; cosi 
log. azzi y log. a'^zz2, log. a*=:3^ ec. Onde se non conosceremo 
la base a, potremo determinarla dal sapere ^ che il di lei Ioga- 
litmo dev'essere eguale all'unità. I logaritmi de'numeri mino- 
ri dell'unità sono negativi ; così log, — :s-^i , log.-» — 5= — a , ec. 

Il contrario avviene , quando la base a è minore dell'unità. 
Posto log, y=ir, sarà log. y^^zsLx , log. y*:^3x , e general- 



n 



mente log. y zznxzsnlog,yy cioè il logaritmo di una potenza 
y è eguale al logaritmo di y moltiplicato per l' esponente n ; e 
quindi log, 1/ J=^log.j, log.-;~:-==j^ log.y . Inoltre se 

iog,y±:xy e log. urzz^ siccome yzza , ed ic^a , avremo 

log. ji/z=a;-4-«:^log. j-f-log. w, cioè il logaritmo di un prodotto è 

eguale alla somma de'logaritmi de' fattori: e similmente 

log. -^rta?— «=log.y— log.w, cioè il logaritmo di una frazione è 

eguale alla differenza de'logaritmi del numeratore e del deno- 
minatóre. 

Apparisce dalle cose precedenti, che alcun numero non ha 
logaritmo razionale, eccettuati quei che sono potenze della ba- 
se a. Se adunque il numero b non è potestà della base a, egli 
non ^rà logaritmo razionale; ma non lo avrà neppure irrazio- 
nale 9 perchè chiamato jp questo logaritmo irrazionale sarebbe 

cFrrhi lo che non è possibile se i numeri a e & sono razionali, 
1 logaritmi adunque non potendosi in generale esprimere né ra* 
zional mente he irrazionalmente , si pongono a ragione tra le 
quantità trascendenti. Ma siccome i logaritmi sono di un gran* 
de uso per abbreviare ì computì , perciò è stata cura di alcuni 
lo esprimerne il valore per approssimazione, e con incredibile 
fatica da Brtgg ed Ulacq sono state formate le tavole de'loga- 
ritmi per la base 10. Il loro metodo era appoggiato ai seguenti 

principj : posto log.y=:r, e log. i/r=z, sarà log.l/yusz ; on- 



de se un numero dato b è compresQ tra i limiti per esempio a^ e 
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à^ -, che hanno i logaritmi ìì e 3 , preso il medio proporzionale 

a^\/a tra a* ed a^ , del qual medio proporzionale il logaritmo è 

5 

— , il numero b sarà contenvito tra a* ed a^i/a^ o tra «*!;/« 

ed a* . Nell'uno o nell'altro di questi casi si prenda di nuov(^ 
il medio proporzionale, ed i limiti diventeranno sempre più. vi- 
cini , finché poi finalmente la loro differenza si farà minore di 
qualunque data quantità, ed il numero proposto si confonderà 
4^n ì limiti. E come per ciò che abbiamo detto son dati i lo- 
garitmi de' limiti , sì troverà anche il logaritmo del numero 
dato b . 

Poiché tanti sono i sistemi de' logaritmi , quanti diversi va* 
lori può prendere a, e ne può prendere infiniti, perciò i sistemi 
logaritmici sono infiniti. Ma dai logaritmi computati per un da- 
to sistema si possono facilmente dedurre i logaritmi per qualun- 
'que altro sistema. Sia la base di un sistema =a, dell' altro =:& , 
ed il logaritmo di un numero qualunque n sìa nel primo sìste^ 

ma rrp, nel secondo =r^; sarà a^^zuy b^znriy e quindi a^ 'zzb . 

Perciò la frazione — ha un valore costante^ cioè sta a 7 in 

un rapporto costante, qualunque sia il numero n». Cosi dai lo- 
garitmi tomputati per la base ic si potranno dedurre i loga- 
ritmi per qualunque altra base, per esempio per la base 2: es- 
sendo per la base io, log. 2=ro, 3oio5oo, e per la base 2, 

log.azii , sarà/?: yrio, SoioSoo: i, onde ?== o^^oioBoo ^ 

SjSaigaY»^ . p , Se dunque i logaritmi comuni si moltiplicano 
per 3, 3^19277 , ne verranno i logaritmi per la base a. 

Essendo p e q come sopra, siano r ed 5 i logaritmi di un'al- 
tro numero /», il primo per la base a, il secondo per la base b\ 

e siccome le frazioni ^ , — hanno il medesimo valore , starà 

p : Tii^zq : s ; t>nde in qualunque sistema i logaritmi di due nu- 
meri hanno tra loro il medesimo rapporto. 

I logaritmi sono di un grandissimo uso ne'calcoli numeri- 
ci ; infatti col loro mezzo la moltiplicazione e la divisione si 
cangiano in somma e in sottrazione. Se per esempio sarà data la 
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quantità -— -f ^^ , , il di lei valóre si troverà comoda- 

e\/ aA/ c^d^ 



'|/«-|X' 



mente così: presi i logaritmi avrassi 31og.a-f-log.i-t-— log. e 
—log. e — "a"^^g'^*^T Ipg'^— — log.rf, alla qual somma di Ioga- 

ritmi se si cercherà nelle tavole il niitnero corrispondente, egli 
sarà il valore della formula precedente. 

Dai logaritmi dipende la risoluzione dell' equazioni espo-* 

nenziali. Cosi se abbiamo l'equazione e =ri, prendendo i loga- 
ritmi avremo a? log.cz: log. i, e perciò xz z ■ , e qui possiamo 

servirei di qualunque sistema , perchè \ ■ ha in tutti il mede-* 

X 

Simo valore . Così ancora se fosse data l'equazione e z=h^ avrem- 

mo primieramente e log.c=:Iog. i, e prendendoci nuovo i lo- 
garitmi a;log.e-Hlog.log.c^log.log.^, e .quindi 

log i^ 
^^ log.log.ft^log.log.c^ e log, e ^ g ^j,g^ ^^ug ^t,g ^ 

log. e log. e 

I logaritmi comuni , che hanno la base ^lo, sono sopra gli 
altri sistemi molto utili per ciò , che diremo. Qualunque loga- 
ritmo è composto di un numero intero , che si chiama Caratteri^ 
stìca^ e di una frazione decimale, che si dice Mantissa, Ora 
siccome i logaritmi de' numeri contenuti tra o e io son com- 

!)resi tra o ed i , la loro Caratteristica sarà o ; e similmente i 
ogaritmi de' numeri compresi tra io e loo avranno la Caratte- 
ristica =1 ; ed in generale la Caratteristica sarà di una unità 
minore del numero delle pìfre , che compongono il numero da- 
to. Onde dal logaritmo dato si conoscerà subito di quante cifre 
è composto il numero che gli corrisponde , e se la Mantissa man- 
tenendosi la medesima si accrescerà la Caratteristica, il nume- 
ro ^corrispondente verrà tante volte a moltiplicarsi per io, quan- 
ta è la di£Ferenza delle Caratteristiche . Così ai logaritmi 
3^9130187, e 6,9130187 convengono i numeri 8x85, ed 818S000, 
ed ai logaritmi 2,9130187 , e 0,9180187 corrispondono i nume- 
Tom. L 21 
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ti 8 18, 5, ed 8,i85. Dalla Mantissa adunque sì conoeceranno le 
<5ifre che compongono il numero , e la Caratteristica ci mostre- 
rà, quali di queste cifre si devono porre tra i numeri interi. 
Così dato il logaritmo 2,76084^9 , la Mantissa ci dà le cifre 
5758945, e la Caratteristica determina questo numero ad esse* 
•re 575,8945 . 

CAPITOLO m. 

Delle quantità trascendenti che dipendono dal cerchio^ 

69. 

iT rendiamo adesso a considerare un'altra specie di quantità 
trascendenti , le quali traggono la loro origine dal cerchio . Sia 
dato il circolo BFL ( Fig, i ) , il di cui raggio supporremo sem- 
pre ZZI , e la medila circonferenza BFLzzipj e si prenda un arco 
qualunque BC'^zx , poi dai punti C e jS si tirino le rette CD , 
BE perpendicolati al diametro J3L, e dal centro A la retta ACy 
che passi perC, ed incontri in E la perpendicolare BEi le ret- 
te CD ^ AD, ÉÉ , AB si chiamano respettivamente il seno, il 
coseno, la tangente ^ la secante dell'arco BCi::zXy e si denotano 
xosì ; CDirzseu.x , ADsbcos. x, J ?jg^tan g . x , AE z^isec. x . Posto 

^ciò è chiaro primieramente che sen.a:^-«-cos.a7^z=i , qualunque 

«ia l'arco x, poiché AD^^^CD^iziAC^ . Inoltrai triangoli simi* 

li ADC , ABE ci danno AD : CDzuAB : BE, AD: ACzizAB : AÉ, 

'«ioè co$. X : sen. «Si : tang. ar, cos. x : i3Zi : sec. x ; onde si dedu^ 

* X sen#ar i a -%* ■» ^ ' • a • 

ce tang. xzz-^ — e sec.a7Z=-*— -. Se 1 arco x^ <r^Py cioè mino- 
^ cos.o? cos.o? . a' 

re della quarta parte della periferia, il di lui seno e coseno sob- 
rio positifì: ma se a? è contenuto tra i limiti — />, e/?, in modo 

che sia a7>-^, e </>, allora il seno sarà positivo, ma il coseno 

negativo perchè voltato in parte contraria: se x avrà per limiti 

Pf e — /?, tanto il seno che il coseno sarà negativo; e finalmeii- 

3 * . ^ 

te se X è contenuto tra -f?, e 2/7, il seno sarà negativo, ed il 



• '«i- 



€ 
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coseno positivo. Tutto questo è evidente dalla figura, ed inol- 
tre chiaramente apparisce, che.se l'arco x mantenendo il suo 
valore diventa negativo » il seno manterrà il suo valore ma sarà 
negativo, il coseno poi sarà positivo; cosicché avremo 
sen.— 0^13— sen.or, e cos.-^a7=cos.a;. 

Sia F il punto che divide la mezza circonferenza BFL in 

parti eguali, cioè sia l'arco BFzz—py e condotta la tangente 

FG, che incontri in la secante AE^ chiameremo FG la co^ 
tangenàe dell'arco BCy ed AG la cosecante del n»edesimo arco. 
Tirata CH perpendicolare al raggio AF è evidente dalla figura ^ 

• • che cos.^Tr^sen.l— j»— a?) , e sen.acr cos.f — jp— rr j ; di più i trìan^ 

C08 3P ^ 

goli simili AFG. ADC ci danno cot.j= — -- = ' , e 

cosec. arzz— —— . Se adesso facciamo arzz-^p. sarà sen.— oz^i , 
COS. ^pzzo , tang. l/?=-^=z« , sec. -^p^^ , cot.^/?=ro , ^ 
cosec— /?m . Se xzzzp , sarà sen. p:rz&.^ cos. po-^i , tang. j!?rro , 



sec./?=:— I , cot./?=:— 00 , cosec./?=:op . Se xzz^p^ sarà 

3 3 3 3 

sen.— /?=: — i ^ cos.— n=20, tang.-^/?=^— ao , sec.'-jps. 

3 3 

cot. — jK^o, cosec.—josa—i. Se finalmente a;=:2/?, sarà sen.a/»=o, 



cos. 2/7=1 , tang. 2jE7=o , sec. 2pz=i , cot. apnco , cosce. 2/?zzto . 
Quindi apparisce che tutti i seni e coseni sono contenuti tra i 

limiti -4-1 e — I . Sia adesso xzn-jpzzJ^S^ y ed a motivo dell'an- 
golo BAC semiretto sarà ClhnADy cioè sen.orircos.a?, e quin- 
di asen.^^sri , e sen.a:::::c08.;37ir--r"; nel medesimo caso la tan- 
gente sarà =:i . Se xzzz-^pizòo^ , condotta la retta BC sarà il 
' triangolo AC^ equilatero , e perciò il raggio AB sarà diviso per 
mezzo inJ[>,*^ioè sarà co8.a?=— , e l'equazione 

aen.o?* -MJos.ay^s:! ci darà sen.os^- — • 
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Dati i seni ed ì coseni di due archi j ed ^ si debba adesso 
trovare il seno ed il coseno della loro somma. Sia.( Fig, a ) l'ar- 
co BC:^yy CEnzx ,'e tirate le rette CD , EH perpendicolari al 
raggio u4jB, ed £jF perpendicolare al raggio AC sia G il punto 
d'incontro delle rette AC, EH, sarà CÌhzsen.y , Alkizcos.y, 
JBF=8en. x, AFzzcos. x, EH=:EG'^GH:rz8en. (j-h^) , 
AH=zcos. (j-^x) . I triangoli simili EFG , CD A ci danno 

EG:EF=AC:AD, FG:EF=CD:AD, e quindi J?G= *'''''' 



C08.J* 



f^Q ^Ben.yX^en.x ^j j^_,^jt_jT^_, €Os.yXcos.3P-8en.yXsen.j? 

cos.y cos.y 

Ma dai triangoli simili AGH, ACD abbiamo AH : AGz=^D : ACy 
GH:AG=:CD:AC; sarà dunque 
^/fci-^GXcos.yzrcos.yXcos .or— sen .y'^sen ,x , 

t7TT i7/-r r^TT v> sen.a7(i— sen.y*) 
EH^zEG^-^GHzzseiì .rX^os^H ^^ -^^-^ 

cos.y 
rrsen.yXcos.j^-Hsen.arXcos.j. Onde avremo 
8en.(y-f-a7)=:8en.yXcos.a:-f-sen.xXcos.y , e 
cos. (y-i-ar)^co8.yXcos.a7— sei^.yXsen ,ar • 

Ponghiamo in queste formuley— a? in luogo diy, ed avremo 
sen-y^sen . (y— ar)Xcos. a7-i-sen . arXcos . (y— a;) 
co8.y=cos.(y— J7)Xcos.a7 — sen.a7X8en,(y— a;). 
Dalla prima equazione moltiplicata per ^ós.x ai sottragga la se- 
conda irroltiplicata per sen.a?, e ri avrà 

sen.yXcos.j;— sen.j7Xcos.y=:sen.(y— ^) , 
Ora alla prima moltiplicata per sen.j; si aggiunga la seconda 
moltiplicata per cos.x, e^si otterrà 

co8.yXcos.a7-f-sen.yXsen.a7=:cos.(y — x) . 
Queste formule, che ci danno il seno ed il coseno della differen- 
za di due archi; possono subito dedursi dalle prime, se si ofr. 
serva, che cangiata x in — ^ar, il seno diventa negativo, ed il co- 
seno si mantiene lo stesso . S^. 

Se supponghiamo y successivamente =:—/?',p,—/?, %p y a- 
vremo . *. 
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sen.f— /7-f^x jir cos.^ sen.(— ^— :rl^ cos.o? 

cos.(— /?-KPj=z— scn.o? cos.f— ^— j7 j=r sen.x 

sen. (p-^x) z= — sen.o? sen. {p — x) "= : %en .x 

COS. (jP-*^) =— cos.a? COS. (p- 

sen.f — /7-f-a: 1:=— cos.o; gen.f — /?— or 

COS.1--JP-+-X jzr seii.^i? C08.I— ^ — ^1=:— sen.x 

sen. (2p-i-a:)^ den..r sen. (2/7-^0?)=— sen. a? 

COS. (apH-ar) zz: cos.^r cos. (ajP— :c)= cos.o? . 

E se si riflette, che è sempre sen.2n/?=:o» e cos.anpizi , qualun*- 
que numero intero positivo o negativo si prenda per /i , si trove- 
rà essere 

sen.I-i z>dtxi=r cos.x 




cos.l -^— ^ — p:±zx j=z=p8en.x 
sen.(2-IIl-»±^W:p8en.a7 



:— cos.x 



-i ^dix ■=:— cos.ar 

cos.l -i p±x l=ibsen.x 

^ ■■ p ±x j=:=fc8en.x 

"** cos. (3 — 3p^2a?V= cos.a? . 

Se nei valori di 6en.(y-t-a7) e di cos.(y-»-rr) facciamo yzrix^ 
avremo "'' 

sen.aim28en.a?Xco8-a7 

wmmmÈ^am^am^Km «H^^MB^ìVN^B ^m^i^^^^mm^ 

cos.aj7Zzcos.J7*-— sen.ar^ziiiicos.a?^— I . 
Similmente se ponghiamo yzzaar, otterremo 



"> 



sen.SaTZZsen.aarXco^-^-^-sen'.TXcos.aaTrzSsen.arXcos./r^ — sen. a?» 
co8.3jF=:cos.aa7Xco6i;r— sen.a^Xsen.iczzcos a?'— 3jsen.a;*Xcos.a7 
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Nell'istesso modo si esprimeranno i seni ed i coseni degli archi 

multipli per i seni ed i coseni degli archi semplici y e sarà in gè-- 

serale 

»— iv> n(n— I ){n — a) n— 3, , . 

sen. nxi^ncos.x X*®'^*^-*" -^ -^ ^cos.jp Xsen^' 

i)(rt-.ft)(«— 3)(«— ^) ;j««5 

V a X ' e ■ — ^cos.o? Xgen-^^— ec. 
a . o . i^ . o 




n n(w— i) n.— 2 



eos.7»a:=xos.a7 — -^ Hios.a: Xsen x* 



n(/;— 1 )(w— *ft) (ti— 3) n^^4y 



.. , cos.^ ^Xsen.j7*— ee. 

a . . 4 

le quali formule in seguito si dimostreranno accuratamente » 



Facendo 07=:— y nei valori di sen.(j— x), e di co8.(j— o:) r 
avremo * 

sen .— jdisen.yXcos.— y— sen .— yX^os.y 

COS.— y=xos.;yXcos.— y-f-sen.yXsen.— y ; 

Aggiungendo la prinia equazione moltiplicata per cos.-^y alla 

seconda moltiplicata per sen.— j otterremo 

asen.— jXc^s.— y=:sen.y, cioè cos.— y=r f^"'y ^ il qual vaio* 

2&sen. — y 

a*' 

re sostituito nella prima equazione ci darà 



asen.— y srsen.y"— asen.-^ Xcos.y 

onde si deduce sen.— y=:-- — l—lSl ^1/ ^j ^ quindi 

a )/(a-4-acos.y) K a , 

cos.-^-yn:!/^^ ^"'^^^•^ . Dato adunque il coseno di un arco ai 

trova il seno ed il coseno della di lui metà ; ' 

Essendo la tangente eguale al seno diviso pel coseno , sarà 

sen.r «en.j: 

ìL I 

sen.yXcos.iFH-sen.a^Xcos.y coa.^ cosa: 



^ • i 



tanff.(y-f-jr): 

^ ^-^ cos.yXcos.ar— sen.o?X8«n.y gen.jr setiar 

00».^ COS. a? 
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— tang./yH-tang.jp 

a — tang.jX^ang.a? ' 
^similmente 

i-f-tangtjXtang.o? .^i'*^ 
Facendo nella prima formala ^tczy avremo '• r' 

a tane, r 

'^ ponendo nella seconda ìfzs— y otterremo 



, tang.j^-tang.iy 
tang.— ^y= ■. 

tang.yXtang.-y 



cioè 

**"6-7y"+*«»g- jX i^tang.-^ j*=tang.y— tang. -iy , 

onde si deduce tang.i^^^-^^^"g'y'>"V^T^^^ ^^"-y 

^ tang.j so.y i-f-eos.y' 

per mezzo delle quali espressioni dalla tangente data di un ar- 
co si trova la tangente dell'arco doppio, e della metà del mede- 
simo arco. Se paragoniamo tra loro le formule precedenti, ne 
otterremo molte altre, che sono di un grandissimo uso nell'A- 
nalisi. Si veda V Introduzione del Sig. Euler. 

70. 

A questi principi è appoggiato il calcolo de' triangoli, che 
•qui* brevemente esporremo. Si abbia in primo luogo un trian- 
golo rettangolo ABC (Tì%. 3.) e sia A l'angolo retto. Presa 
CD:zzi , sì descriva con questo raggio un cerchio, il quale in- 
contri in E il «lato BC^ e condotte ad AC le perpendicolari 
DG, EF, sarà JSifesen.C, (poiché l'angolo C^ e Parco DE 
misura di lui hanno il medesimo seno, coseno; ec) CFzzcos^Cy 
UGrrtang.C . Ma i triangoli simili ABC, FEC, DGC ci Aditi- 
noAB:ACz=:DG:DC, ABzBCzzEFiEC, ACiCBzzCFiCE:; 
quindi in qualunque triangolo rettanjgolo è sempre 

;2^=:sen.C=:cos.£,-g^i=cos.C=:sen.^, •^-T=tang.C=:cot.jB .. 
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Sia dato adesso un triangolo qualunque ABC (Fig. 4) ^ M 

tiri d^l punto B la retta BD perpendicolare ad AC, Sarà 

BD ^ BD j ., ^ ^_ I r 

■=pr=:8en.C, -jj^=8en.A 9 e perciò 8en.C:8en.w4=:-g-sj : -j^ 

z^AB : BC^ ^ìpè in qualunque triangolo i lati sono come i seni 

degli angolpopposti . Inoltre sarà tang.C=y^; ma--j^=8en.^, 

AD 

•jg-=eo3.-4', e perciò BD:ziAB)(fieiì»A , AC'^DzzABcos.A : 

sarà dungue tang.Czi C: 1. . Finalmente abbiamo 

^ ^ AC^ABXcos.A 



BC^=BD^CD^=AB^^AJD^^{AC'-AD) » 

= AB»^AC^^2,ACxAD=AB^^AC»^2ACX^BXoo^*A ; on- 

j X .# AB^^AC^^CB^ T .^ UT :i 

de sarà cos.^=: -— — 77= . In queste poche linee è con- 

stABxAC ^ 

tenuto tutto ciò 9 che appartiene alla Trigonometria rettilinea. 

CAPITOLO IV. 

Della e^foluzione delle funzioni in Serie. 

JLjLllorchè la formula 

A-^Bx^Cx^-^Dx^-^Ex^^ec. 
è composta di un numero finito di termini , rappresenta sempre 
una funzione intera di a?. Ma se il numero dei termini è infini- 
to, in tal caso può esprimere una funzione qualunque fratta, o 
irrazionale, o anche trascéndente . Abbiamo già veduto che si 
potevano ridurre ad Una serie infinita i radicali di qualunque 
denominazione: adesso insegneremo a svolgere in serie le fun- - 
zioni fratte, e le fanzioni trascendentiJche di pendono dai loga- 
ritmi e dal circolo. Prima però si osservi, <?he data l'equazione 

\4-H5x-4-Cx*-t-i?x«-f-ec.==aH-Aj?-i-c^^-Wj7*-f-ec. . 

ove X è una quantità variabile, ed ^, a, 5, J, ec. quantità co- . \f 
stanti, sarà sempre ^ira, Bzdb, Czz:Cy jDzirf, ec^, cioè saranno ,( 
eguali tra loro i coeflScienti della medesima potenza tJi x,. Poi- / \ . 
.che dovendo l'equazione data aver luogo qualunque sia il va- 
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lore di Xy sussisterà anche quando a?=io, cioè sarà Azzui, Si tol- 
gano da una e dalP altra parte le quantità eguali^, a , e l'equa- 
zione divisa per x diventerà * 

B-^x^Dx a -f- ec . zib^cx-^dx ^ -+- ec. 
e col medesima discorso .dimostreTemo che B:z:h'y e. così in se* 
guito. 

Ciò posto sia data in pcimo luogo la funssione frattia ^ , 

e ponghiamo ' 



a 



'•mA'^Bx^Cx^'^Dx^'^Ex^^èc. , 



ove A^ B^ C, ec, sono quantità costanti. Moltiplicando per 
W2-4-7j:r avremo 

azzAfrt'^BmX'^mx^'^Dmx^-^ETfrx^-^ec. 

-^Anx-^Bnx^ -^Cnx^ -t-jD«a:*-+-ec. 

e quindi sàik Amzza, cioè ^= — , e le altre quantità JB, C>,ecr 

m "*■ - ' 

si determineranno coxv fare =0 i coefficienti di ciascuna potestà 
di x; onde avremo , ,. . ì ' ' « <' . • 

mB-^nA-^iio - . v.^ .■ , ....j. ,.- ,,., . ,. ; . .- 
mC^^nBzzo 

ec. 
Pertanto qualunque coefficiente Q si conosce dal precedente P^ 

poiché è sempre mQ-^nPzzo, cioè Qzi:— . Sarà dunque 



^ir— — — :rX'-i a?*— a?*-+-ec. ; 

rri'i-nx m m^ m* m^ 

la qual serie si chiama- ^éo/^é^ricfl^i' perchè qualunque' termine 

iJta al seguente nel rapporto costan'tedi' f : . 

• . " ' ', ' •' * » 

Viceversa se sarà data la serie ìpfinìta 

R'Zi — H- — -07-4-- — 07^4- — ^^»-f-ec. 

sarà i?r= ^ ; questa espressione si chiama la somma della 

serie. Se s(i volesse la somma della serie fino al termine 
Tom. /. ' 22 ' 
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X , cioè il valore della espressione 



m 



z 
Q a am an^ ^ an z 

m m^ TO' 5f-i-i ' 

m 

cpiesto Talore si troverebbe facilmente cosà. 'Sia 

itz jc H a? -t-ec. ali infinito, 

m m 

e sarà * , 

rr^^ n Z'^i/a an an^. ^ \ an x , 

i =r X j^«»— >— jT-H— -^^Jf^^^-ecizs: - . ■■ . ^ ■ , onde 

«■4-.I \W HI* /»» • / Z-f-I, V 

m m (m-^nx) 

m (/?*— 7kf) w ^/»— flap) 

Questo, che abbiamo detto sulla soinniazione delle 9erie, sì de- 
ve adattare anche alle cose seguenti . 

Si debba svolgere adesso in serie la funzione ■. - . 

^ TO-t-n^-t-ro?» 

Ponghiamo - 

e moltiplicando pel denominatore della funzione avremo 

a^xzzAm-^Bmx'^4^mx^':i'Dmx^^¥»^c^ 
-^Anx -^Bnx^ -4- Cnx * -t-ec. 
-t-^ra:'» -♦- Sra? * -♦- ec. 

Quindi sarà Jzz— . 5::;: — — -r , e dipoi 

Cm^^Bn-^Arzzo 
Dnv^Cnf^Brzio 
ec. 
onde qualunque coefficiente R dipeqd^ dai due precedenti Q e 

P in modo , che è »»i?-wiO-*-rft;:o , cioè i?=^— — . 

Sia proposta per esempio la funzione , c^ve a=5i , 
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J=2, mm , nr=— I, rr:— -i , Sarà -4z34-l^ JBczS , ed inoltre 

Ifc=C-4.J3=7 
ec; 

t e la serie cercata sarà 

zzi-«-3a''4-4^*-+-7a7'-+-iia:*-4-i8:r'-t-ec., 

ove qualunque coefficiente è la somma de' due precedenti. 

Le serie pertanto, le- quali nascono d'alfe fàxziorìVy sentali, 
che i loro termini dipendbno dai termini antecedenti secondo 
una legge costante per tutta Iti serie . Così se il denominatore 
della frazione è /tjh-oo?, abbia nro V^eduto che qualunque termine 
Q dipende dal precedente P in modo, che sia mQi4-/iPi=o : se 
il denominatore è. m-^hnx^rx^ , XkXk termine q^ualunque JR si de- 
termina dai due antecedenti P e Q in modo , che sia 
jTiJZ-f-nQ-wPzzo . Similmente , quando il denominatore è 
w-4-/iar-Hrx*-wx* , si troverà che qualunque coefficiente S si de- 
duce dai tre antecedenti P , Q-, R in modo che sìa 
mS'f^R'^^Q'^^sPzzQ . Quest-e sexie si chiamano peneiil rÌQorrently 

{)erchè convien ricorrere ai termini antecedenti per avere il va- 
erò de* seguenti*. Qui però si osservi, che se Ik funzione ddta 
sarà una frazione {js«^*a,.cb[>i& di maggior dimensione ^el nume* 
rotóre che nel denominatojce» in tal caso i termini del numera- 
tore turberanno la legge de' termini della serie , come può riscon- 
trarsi: onde acciò le cose dette sian vere, convien che la fiin- 
^sÙQne data. sia> una frazione ji^rcyvri^,^^ cioè di. rninox dimensione 
nel numeratore che nel denominatore . 

Se svanisce il termine costante m, sarà Acz^ct. , e tutti gli 
altri termini riesciranno infiniti; onde se m=o, non at^ potrà 
adopraje il precedente metodo , ma lai serÀA ai traverà* nel modo 
seguente . Sia proposta la funzione 

a ì—Bcc I c^ ' ^* ec • 
-7 ^, e ttascnrato il*^ fattore x del dfenominatore 

si svolga in una sei9e.4Hr:iB«-^Ca7?T^^..K funzione - 

e chialro che sarà 



Tn^t^nx'-^rx ^ -*- ec . 

ec. 



Similmente avremo 
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tf-f-Jj:-»-ec. A B ^ ^ 

•=-T-»- — hC-hX/x-hcc. 



€d in generale 

a^hhx'-t-^c, ABC» 

Abbiamo veduto che le funzioni irrazioDali si riducono in 
sene per mezzo del Teorema Newtoniano: non ci rimane adun- 
que per questa parte, che a dimostrare il medesimo teorema, 
che allpra abbiamo per induzione dai casi particolfiri dedotto . 
Ponghiamo . adunque 

. (r-4-a?) :i:i-4-yiar-i-i?^»-t-C:r*-i-ec- ' 

ed avremo 

■ 

(i-*-a?) =i-t-av4j7-f-^aj?a-*.aCr« -♦-ec, 

Ma^f-i-a?) =(i4-a^-Ha?*) ; onde ponendo asc-nar' in luogo di 

X nel valore di (i-f-.r) avremo ancora in altra forma 

/ va/} 

(iHh^) =i-i-a-4a7-+- ^ar»-+-4J5a:»-+-ec. 

' -+-4S:p«-t-8Cr»H-ec. 

Se paragoniamo tra loro questi due valori di (i-^x) otterremo. 
A^^^BrzA^^B, ^C-^t.AB^^B^òC , ec o sia J?=^lfcl=ii , 

Czz ■ s ec. Resta a determinarsi il valore di ^; ma essen- 

^ n 
Ao (i-f-o?) z=i-t-^a;-+-ee. ed'(i-4*;r) =zrH-ajrfar-4-ec., è chiaro il 

valore di A essere una funzione tale di «, che diventa doppia, 

quando si prende a/i inve<;0 di n. Sia dunque 

^z=flM-i/i-»-c/i*-4-^Ai*-f-ec. , e sarà a^=a-4-aAw-»-4c»*-«-8rf/»*-«-ec. 

i=aa-f-ai/i4-ac«*-f-aflf«*-f-ec. ;: oìide iai ze z ^ zrec, ire , -ed A'zdbn. 

La costante i si determinerà se si rifletta, che posta n=:i, è 

%^^xzzi'^x y e perciò i=:i , ed Azzn . Sarà dunque 
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e quindi 



d . ó 



(-7)"= 



^ ' a a • 3 

Ponendo a7=r— , ne verrà 

a 

h\n ìf n(/i— i) h^ n(«— 1)(«— a) ^» 

a a a^ a.o a< 

e moltiplicando per o'* 

-♦- V '\ 2-a è»-».ec. 

a.o 

come abbiamo insegnato dì sopra. 

Abbiamo uno dopo Taltro determinati i coefficienti Ay B, 
C, ec, e ne abbiamo dedotto per induzione, che la medesima 
legge ha luogo anche ne' termini seguenti. Per toglierci ogni 
dubbio sopra di ciò si rifletta, che il valore di ^ è rr/i, e quan- 
do ti è un numero intero positivo, e quando n è qualunque • 
Gli altri coefficienti B, C, ec. sono determinati dalle stesse 
equazioni tanto'^ in un caso, che nell'altro ; e quindi saranno 
sempre della medesima' forma. Pertanto, siccome la continua- 
zione della legge è stata dimostrata, allorché né numero intero 
e positivo, essa avrà luogp egualmente, qualunque sia il valo- 
re di n. 

•73. . • ; ; 

Passiamo alla evoluzione in serie delle funziona trascenden-. 
ti , ed in primo' luogo parlando d^'logaritmi .cerchiamo una se- 
rie infinita^ che esprima il valore di log.(j-+-^). Sia 

log.(i-Kr)3ZÀ'a?Hr/^"-wn:r»H-Ti^*-+-ec. 
ove è stato omesso il termine costante , perchè essendo log. 1 zio, 
la serie deve svanire quando 07=0. Se adesso ponghiarao a^-f-:r> 
io luogo di :r, avremo 
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•♦-4/:i?*-*-8/wa: »-4- 1 a/»a? * -+- ec. 

Ma log.(i^aap-4-j?»)=log.(i-#-a)»=alog.(i-i-^) ; quindi avremo in 
altra forma 

log .( 1 -f.!iM-x ^ )==2A:;K-4-2/a; ' -^2/n A? * «4-2710? ^ H- ec . 
Dal paragone di queste due espressioni ne dedurremo 

A-f-a/zzo , 4''**6/zic^ò ^ iU-x2in-Ki4'is^, ec* , cioè: te— -^^iwsz -j, 

A? 
nz=:—j, e quindi 

lQg.(i-»wr)=i^x~~-i-^ — -.-4^^--eev^ , 

ove k resta indeterminata per esprimere gl'infiniti sistemi di 
logaritmi . 

Posta — ar in hiogo di x sacà 

1 / \ j/ x^ x^ X* x^ \ 

log.(i— a?)==— AIx-4--— -^-^-♦--r-H--g--Hec. I 

e log.— — =Z:log.(lrHJ?)— log.(i — ^;F)5=2Af(aN^— ^-4— g-'^r^ee- Il . 

Se facciamo Itzzi , avremo quei logaritmi , che si chiamano 
na$umlìy o iperbolici ^.i quali saranno così espressi: 

. a o 4 ^ 

1 / \ / x^ X* x^ x^ \ 

•^ .i-f-j? / ir* ar» x' \ 

I— a: V d 5 7 / 

Vediamo adèsso , come dalla base a dipenda il numero A;. 
Essendo log.a=ri , se facciamo i-*-a?:ra, avremo 

\ a 3 4 / 

Per ottenere adunque il valore di A:, che conviene ai logaritmi 
comuni^ dovremo fare a=;:io, onde, verrà 

I. O» 9« Q^ 

* ^ « J 4 
Ma e$.spndo que^tit3eiie divergente, cioè i di lei termini andan- 
do crescendo, non ce ne possiamo servire per determinile il va*- 



/ 



•*-4 
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lot di k . Facciamo perciò — — raa, ed arremo jics , e quindi 

^ A; \fl-f-i i^^iH-iJ* ^«-♦-1]* / 

e ponendo a::=io 

a; Vii 3.4I» 6.11*. / 

i termini della qual «erie raniìO sensibilmente decrescendo, e 
^rò sommandone alcuni troveremo il valor prossimo di A: ^ e 

sarà -p=2,3o258, e A;=^o,4^9* 

Sia y il logaritmo iperbolico del nomerò ih-^, ed u il lo« 
garitmo del medesimo numero per la base a; sarà 

X* JF* OC^ 

-yzzx— — -«--7— — T— t-ec. 

Quindi uzdcy , e fc=:— ; onde il numero k per la base a è egua- 
le al logaritmo di qualunque numero in questa base diviso pel 
logaritmo iperbolico del medesimo numero. Se dunque faccia- 
mo questo numero =ay sarà u=i , e k eguale ali* unità divisa 
pel logaritmo^ iperbolico della base a . Trovato una volta questo 
numero k » se tutti i logaritmi iperbolici si moltiplicheranno per 
esso, ne nasceranno i logaritmi per la base a. 

Si debba adesso svolgere in serie la quantità esponenziale 

e* . Ponghiaipo 

e =Ei-*--^jJ''4-jBa?^-4-Ca;*-Hec. 
e sarà posto %x in luogo di x 

c =:i-4-a-^4^-#-4S:r»-4-^Cjr'-Hec. 

Ma c^^=fc^y=i-*-a^*-H^»a7^-H aCi»-t-ec : 

'^%É^^'^^ABx^>^ec. 

onde paragonando i termini di queste serie eguali troveremo 

2B:ziA^ , 6Csz2jéBj ec.;<»oè Bsz — , C=:--»,ec. Rimane però 

indeterminato il valore di A : per determinarlo si prendano i lo- 
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garitmi di e , e della serie che rappresenta questa quantità, ed' 
avrassi 

/ a?log.c=:log.(i-t- -r^a:-4-iBj?*-f-Ca?« -4- ec.) 

zzJcAx -»• kBx^'^ kCx^ -i-ec. 

.^ 07*— ar'-f-eCr 

H- — rr— a?*-HeC. 

• o 

anJe si deduce log.c=:^-^4, cioè ^=: — r", e quindi' 



k k^ n k^ a.o 

Se e è eguale alla base a de' logaritmi che sì prendono y sari 
log.c=:i , ed avremo 

X X x^' r» 

^ facendo a;=i 

A; aA;» a.3A:» 
per mezzo della qual serie dato il numero k si potrà ritrovare la 
corrispondente base a. 

Se a è la base de' logaritmi iperbolici, che in seguito chia- 
sneremo sempre e, a motivo di A;=ri , sarà 

II r I 

e=ri-4- — I 1 — ?rH — -— H-ec. y 

I a a.o a.0.4 

onde si ricava c=a, 7 18281. Inoltre sarà 

• a? X' x^ x^ x^ 

I ìl a.o a.d.4 
e similmente 



i 



quindi 



—X X x^ x^ x^ M^n - 

I a a.c5 a.d.4 

2, a a^.4 

<2 a.d a.0.4*^ 



u 
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74- 

Dalle funzioni logaritmiche ed esponenziali yenghiamo a 
quelle, che dipendono dal cerchio, e primieramente cerchiamo 
le serie, che esprimono il seno ed il coseno di un'arco x. Poa- 
ghiamo a quest' oggetto 

sen . j7rra;F-t-ia; * -f-c.r * -♦irfa: ' -H ec. 

cos.x=i-+-^x*-+-J?:r^-*.Cj:*-f-ec. 
Nella prima serie abbiamo omesse le potestà pari dì J7, perchè, 
essendo sen. — xsmsen.x, se facciamo x negativa, deve diventar 
negativa anche la serie, al4f opposto nella seconda abbiamo tra- 
lasciate le potenze dispari, perchè posto —a: in luogo di x la 
serie deVe rimaner la stessa ,• giacché cos.— ar=:co8.j7 • Sarà per- 
tanto . 

sen.o?* -«- cos.x^mizzi'^^Ax^'^A^x^'*' aCor^-H ec. 

-4-a*a7'*-*-aB.r*-+-a^-Ba7«-*- ec, 

-H 2^c^*-H ec. 
onde si ricavano Inequazioni, a-4-i-a^rzo, ^*-+-25-H2fli=:o, 
aC-Ha^.B-^>-^aac=o , ec. Così pure sarà 

2sen.:rXcos.:)7=zsen.2j7=2a^-H 8ia?'-t-3aca?*-«-ia8fl?j7'-i- ec. 
^ zzzax'^ aia7*-4- aca?*-i- aflf^'-*- ec» 

-+-a^aj7'-i-a^ia7*H-a^car»-+- ec. 
-^SbBax ^'^stiBbx ^H- ec. 
-f-aCa^^-H ec. 
^ quindi 64 — %Aazso , 3oc— a^4 — a^a=zo , 
ja6^— a^c — a^i— aCo=o, ec. Da queste e dall'equazioni pre- 
cedenti deduciamo • 



a ' ^ ^.d' a.3:4* ^ — a.3.4.5* a.34.5.6' 

Se l'arco x è piccolissinio, si confonde col suo seno, cioè 
sen.^rzro^; ma nella serie supposta sen.j;:=a.T, dunque az^zi, e 
quindi 

xK X* 

a.D a.D.4^5 ' 

x^ x^ ±* 

cos.jcsri*— -♦ — rr-ar-- — o i -a >/ .-Hec. 



COS.JC=I^ -♦ s-y—^ -o à i ^ r 

Ponghiamo tang.a;=:a;-+-^a?*-t-j5a?*-+-tfe^-i-ee. e come la 
tangente è eguale al seno diviso pel coseno, avrfenu) 
Tom. I. . a3" 



r^" 
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ir— ^ -4-^-rT---^ — ec. 



a a. 0.4 a.0.4*^-^ 
e moltiplicando 

ar» ar* a:' a:' ac* 

a a.5.4 a.5.4.5.6 a.3 a.0.4.5 

-♦-^a?»— — -H 5-7— ec, 

a a.d.4 

•^-^^*— - — H-ec. 
- a 

-f-Ca?^ — ec. 
onde $i deduce Az=r^ , J5=— r , Czr-^— r, ec, e 

«5 IO Ol o 

a:* aa:* 170:' 
tang.a.=a:-H-H. —^——^ ec. 

Ij» legge dei coefficienti A, B, C, ec. è la seguente, 

"" a a. 3.4 a.3.4*^ 

a a.3.4 a.3.4-6 , a.3t4*^*6.7 

ec, 
* Abbianjo veduto , come le funzioni di cerchio si esprimano 
per gli archi ; mostriamo adesso come gli archi viceversa si 
esprimano per le loro funzioni. Sia t là tangente dell* arco x, e 
ponghiamo ' 

sarà 

at iJt^ 3a5M 



perchè quando x diventa aa?, in luogo di tertang.a? si deve pòrro 

a^ * ri 

— --jaitang.aa: . RisolviàQio ìb scrive i termina ^_,^a *> / i,,ut a ) T >^^^ 

ed ordinando tutto per t avrerrio *— , 

aa;ss^-Hì^t^-f-Aj5^^-4-ec.=2^-f- a^*-H a^*-i-ec. 

-H3aJB/*-t-ec. 
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cioè ^zr—- 5- , JB=i -7- 9 ec. » ed 

e» t^ tf 
a=^-^-h^ — -i-ec. 

Se facciamo 5^=:^=: all'arco di 45. gradi, avremo la serie 
Leìbnizìana _ 

9 I I Y I I 

V 4357911 

Ponendo J7=: «= air arcò di 3o. gradi, di cui la tangente 

n-— ., otterremo una serie più convergente 

per mezzo della quale Lagny calcolò il valore dìp con 137 de- 
cimali, le prime delle quali ci danno />=:3, i4i59a. 

Con un metodo simile si potrà l'arco esprimere per le altre 
sue funzioni. 

CAPITOLO V. 

Della riduzione delle quantità immaginarie alla forma 

75, 

XjLbbiamo già notato nella prima Parte, che qualunque quan^ 
tità immaginaria ridur si poteva alla forma A-^B\/"-'i ; adesso 
insegneremo ad eseguire questa riduzione. In primo luogo cer- 
chiamo , come si esprima il logaritmo di una quantità immagì- 
naria; e qui come in seguito, quando parleremo di logaritmi , in- 
tenderemo sempre ^i logaritmi iperbolici. Sia dunque proposto 

log.(a«^r^^— i)izlog.a*f'log.tr-4" ^ "" \ , e riducendo questo in 
serie avremo 



Iog.(i^y-i)=^ 
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H ìl H- — ec, 

zz-~( i-g ec, 1 

.ih h^ h^ \ 

La prima parte di questa quantità è =— log.f 1-4-— ) (73) , la 

«econda è =(/— i moltiplicata per l'arco, che ha —per tangen- 
te (74) • Chiamando dunque ^ quest' arco , avremo 
log.(a-i^— i)==log.a^-^log.(i-f.^)H-/?|/--i 
=log.|/(a3-+-fc*)-H?|/'— 1 , cioè lo avremo ridotto alla forma 

Essendo log.(aH-A|/— r) =:wlog.(a-i-Jl/— i), sarà 
log.(a-*^l/— O'^it^-hJSI/— I posta ^=:wlog.|/(a»H-i») , 
Bzzm^zz, all'arco , che diviso per m ha la tangente =:— • . Cosi , 

poiché log.(fl.*-V-0"^"'^'"^=('»-»-V-Olo&.(«-frV'-^ > 

8aràlog.(a-4^— i)''*^"'^'"'=^-i-A/-J» »« «* P^"^ 
^=mlog.l/(flt»4-i'* )—«(?, B=/zlog.l/(a«-^»)-i-/»l? • 

Viceversa la formula ^-f-Sj/— 1 si potrà ridurre alla forma 
log.(a-H*l/— i) • Abbiamo veduto essere ;/i=log,|/(a»-*^*) , 

JSi;: all'angolo che ha — per tangente : quindi si ricava 
€^=^/(a»^a), o sia aa=e^^— iS e— =tang.5, cioè 

_*l_^tàng.5» , onde ^ e Xtang.g -^A.n.g. ed 
^^^-^> l/(i-Htang.£«) 

a^r^/e*"^— e^^sènTBa We^Xcos.5 . Sarà dunque A-^Bl/-^! 
srlog. f e Xcos. jB-f-j/— i .e Xsen . J5 j . 
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Se AizOy avremo JBJ/— i=:log.(co8.J?-«-p/— i.sen.B), e per- 
ciò e ^"^ :=cofir.-B-4-|/' — i.seii.^; similmente 
€ ^ ZZC08.5— |/— i.sen.jB, onde si deduce 

co8.i>= — , 8en.Ì3: — 



Se nella formula ^J/— i=dog.(co8.5r+^/'— isen.JB) facciamo 
cos.JBzzi , sen.5=;o, sarà primieramente jB=:o, ed infiniti altri 
valori di J?, che soddisfanno a queste condizioni , saranno espres* 
si dalla formula "àz^mp^ essendo %p la periferia del circolo , ed 
m qualunque numero intero. Sarà dunque log.i=:±2m/)l/ — i, 
cioè il logaritmo dell'unità ha infiniti valori, uno de'quali è 
zzo, e gli altri imaginarj. In egual modo se facciamo sen.£:=ro, 
co8.J5::=— 1, troveremo log.— i=±:(a/w— jjpj/— i, cioè il loga- 
ritmo dell'unità negativa ha infiniti valori, e tutti immaginar]. 
E siccome azzxy^ay e •— a=-»iX^9 ^^ chiamiamo A il logaritmo 
reale del numero a, sarà log.a=L^4-i-log.i , e log. — a=^-+-log.— r , 
cioè il logaritmo di una quantità positiva ha infiniti valori, uno 
de'quali è reale e gli altri immaginar], ed il logaritmo di una 
quantità negativa ha anch'esso infiniti valori, ma tutti imma- 
ginari; che è il famoso teorema del Sig. Euler. Se nella equa* 
aione log.— i=:(aOT — ^)pi/ — i ponghiamo /wzzi avremo la cele- 
bre proporzione di Giovanni Èernoulli i:/?=|/'— i:log.r-i , cioè 
il diametro del circolo sta alla circonferenza come [/ — i a 
log.— I . 

Si debba adesso ridurre alla forma ^-hjBJ/— i la formula 
(cM-Jf^/ — i) . Prendendo i logaritmi avremo 
log.(aAf.A|/— i)'"=:/wlog.|/(a^44-i»)-Hmi?|/— I 
=log.[e'^^8-J^(^'-^")(co8./;^^-H/-..sen.m/?)] 
=:log.[^/(a*-*4a) (co8.m^TH/"*"'*sen.i7i^)]; e ritornando dai lo- 
garitmi ai numeri avremo (a-+-il/— i)'^==^/(aaHJI»)'^'Xco8.?72/? 



-H/--J-l/(^"4-i«) X^en.m^ , ove /? è un arco, che ha per tan- 
gente — , o sii| iJer seno — ? ; — , e per coseno — — 2 '^ , ' 

Dividendo per |/(a»-i-Aa)'^ avremo 
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Ma—, =008.1?, — , , =8 en.g; dunque 

(cos.^-»-j/— isen-^) =sco8./»|?-t-j/— i-sen./n^, 
e presa ^ negati'ca 

(cos.j?— p/— i.8en.|?) =:co8.m^— (/'— i.sen.mp; 
onde 8Ì deduce 

f,_ (co8./?.H/-"en 1?) '"•^(co8. |?-t/-i8en./?)"* 



CQ5. 

2 



«eo./wp^-^ ^^ -r-^ — • 

Si risolvano in serie quest'espressioni, e si ottetrà 
cos.w/?=3m^ S__lco8.^ X sen-f^ 

»n— f /> m(/7i— ì)(wi— a)— sw— 3^^ .— ^~35 

8en.CT^=>nco9.^'^'X8en.^- ' J^ ^cos-j? Xsen-^? 

cóme avevamo osservato di sopra (69) . 

Se m è un numero fratto n— , avremo 

r/(*+V-i)=l/^(«'-^')(c°«4-^"'-'*°-n) ' 
ove ^ è un arco, ehe ha per seno -y^^^, . « P«r coseno 

^ . Oltre l*arco |?, che si sajirpone minore dell'angolo 

retto, vi sono infiniti altri archi, i quali hanno il medesimo 
seno e coee&o, rappresentati dalla «erie ajr-t-P , .4p-*^ , tp-*-p , 

6p^, fop-t^, ee. , onde in luoga di^ possiaiao pirenderé qua, 
lunqae 4egli archi seguenti^^ , -^ , ^— ,— jp-,ec.bno 
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a J J£ZIl , Perchè se continuassimo avanti questa serie , la 

formula nostra riprenderebbe i valori precedenti, giapchè 

COS. — ^ — i-z=cos.— , cos.-^ sc — j-rscos.-^^ — ^ , ec. , e simil- 

n 71 n n 

mente sen. — - — ^^sen.-^, sen. — ^zzsen.-^ — ^, ep. Oum* 

n n n n 

di la radice n.«»^"* della quantità ah-A^— i ha n diversi valori 

espressi dalla formula ly^(a*-fÌa)icos.-2--4-|/'-i8en.-i-Voveper 

Y si possono prendere i seguenti n archi 

Jy ap-H?,4p^,6p-H|?, . . . .a(ii— i)p-h^, 

essendo ^ il più piccolo arco che ha per seno . ed 

a 

•^TT- r-- per coseno . - 

Sia proposta per esempio la formula [/ [5^-H/(y*— e*)] , 
ove sia q^<fi^ . Avremo 0=7, &=!/'(<?•— ^«) , e quindi 

\/^[q'H^{^'''^^)lF^À^^^'Y'^^'^^^^^'^ * essendo i? un 
angolo , che abbia k ^^ ""^ j per seno , e — 2L. per coseno . Si- 

niilmeAte |/^[?— i/T?* — c')]=:|/cfcos.-^— ^/— isen.-^j : onde 
le tre radici dell'equazione 41?'— Sco;— -a^c^c nel caso irreducibi- 
le (-46) saranno acr:*j/cXcos.-|-, xz^^/cy^o^.^—- , 



a?=:2j/cXcos.^^^ , ove ap rappresenta la circonferenza del 

V ** 

circolo . 

Rimane a ridurre alla forma -4-4^:Sp/— i la quantità 
(ohnÌi/'— 1) '^""^ . Prendendo, i logaritmi avremo 

log.(aH4|/-.x)''*'*^""^==C^lV--i , ove C=wlog.i/(a»^a)- 
i3=:«log.p/(aa-4-J*)-4-mÌ?, e (? l'arco che ha — per tangente. 
Facciamo C-f-Z>|/— i=zlog.(-4-+-JB|/— .1), ed avremo 



• ' 
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C C 

A:zie Xco8.£> , 5=6 Xsea.X) , cioè 

sendo log.(a-HÌ|/— I )"*"^"l^"~'=C-HZ?t/- i=iog,(^^-5|/— i) , 
se passiamo dai logaritmi ai numeri avremo 

Pertanto qualunque quantità immaginaria o algebraica, o 
logaritmica ed esponenziale si riduce alla forma A-^Bl/ — i : e 
siccome i seni ed i coseni e le altre funzioni del cerchio si pos- 
sono esprimere per mezzo delle quantità esponenziali , è mani- 
festa la via dì ridurre alla medesima forma anche le funzioni 
circolari* 

76. 

Applichiamo la teorìa esposta alla ricerca delle radici dell'età 

quazione x zizczzo . Sia primieramente x =rc , ed avremo 

a?=l/^c; e se nel valore di [/^(**-+"il/— i) faremo a=c, e 

Azro, troveremo arzij/ c(co8X-4-|/'---isen.-2-j , mre in luogo 
di y si possono prendere gli archi o, 2/?, 4^, 6/7, . • • • a(/i — i)p. 

TI ** / 

Le radici adunque dell' e<^azione x — c=io saranno ar=!/ e , 

=^c\cos.^'^^^if^^^ Se si -osserva che 

co8.m<^^*-j/— i8en.7W(jjzr(co8.(^-t-(/— i«en.?>) , si vedrà che po^ 
sto cos,— -i-|/— isen. ^:zza , queste radici saranno rappresenta- 

. te dallequantità ly/ e, a |y^c,a«i/ e , «►•iV'^c, . . . . 

. . oP^^iXc . Allorché » è un oamero pari, tra le radici 
sarà compresa la quantità 






una 
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1^/ cfcos.— -t-j/— iSen. — J==— ly/c, perchè cos,j[?=:— i , e 

sen.jp^o, cioè l'equazione x —erro avrà le due radici reali 
-+- \/ <^9 ^ — l/r ^» come altronde è noto ; se n è dispari, 

sola sarà la radice reale z= ìy e , e tutte le altre immaginarie . 

Si sa dalla teoria dell'equazioni , che una di queste radici imma- 
ginarie essendo della forma ^/^-hBj/ — i , ve ne sarà sempre un* 
altra della forma A — ^J3j/— i , come si può ancora verificare • In- 
fatti COS. -! fpncos. — , sen. ^^ T ^zs—sen.— y e perciò Fui" 

n n n . , n 

tima radice equivale a ly^cfco».— — |/ — isen.— j : così pure 

COS. ^ "^ ^^ zzcos.— . sen,- *" '^= z:— sen.-=^, onde la penulti- 
n n n n * 

ma radice sarà I >^c(cos.— — {/ — isen.— J; e Tistesso si dica 
delle altre . I fattori adunque della quantità x —e saranno 

a>— I V^cfcos.— -i-|/— isen.-2\ 

x^-ly^clcos. ^ ■■{/'«— I sen.— j 

X — I /^cfcos.— -4-1/— isen.-!^J 

0?— j y^c/cos.^— (/— isen. ^ j 

ec: 

e se si moltiplicano insieme i due fattori immaginar] c^rrìspon-* 
deoti, ne nasceranno i fattori reali di secondo grado, la forma 

generale de* quali sarà x^ — 2,x ì/^ c.cos. — —^^X/c^ , ove per 

^m sì può prendere qualunque numero pari non maggiore di n. 

Se l'equazione sarà x -t-czzo , che ci dà xzz\j^ —e , po- 

Tom, I, 24 - 



n 
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nendo nella formula \/ (a-4-i(/— r), erro, ed «=— e trovere- 
mo ar±| y^c(co8.X-»-|/' — i8en.-2-.j, ove per y sì prenderanno gli 
archi jp, 3p, 5/?, . . . . (art— i)/? . Allorché x^è dispari tra que- 
ste radici vi sarà compresa \/^ c(co8./?H-p/— i8en./?),cioè— jy^c, 

che sarà la sola radice reale detla equazione x -^czno ; ma quan- 
do n è pari, tutte le radici saranno immaginarie. Qui pure, se 
due fattori immaginar] si moltiplicheranno insieme, ne verran- 

no i fattori di secondo grado della quantità x -hc, e la loro for- 
ina generale sarà a:»— aa: 1/'^ c.cos* P'^Xx ^'* ^^® P®^ 

a/w-f-i si dovranno prendere tutti i numeri dìspaTi non maggio- 
ri di n. Si osservi però che nel caso di n dispari, in luogo del 

fattore x^ — 3^C/ c.co%,p-^ C/ e* , cioè del fattore (oth-I/ e)* 

si dovrà prendere il fattor semplice x-r- 1/ e • 

Da questi princìpj si può dedurre la dimostrazione del ce- 
lebre teorema di Cotes^ il quale si enuncia così. Se si divide 
(Fig. 5.) la circonferenza del cerchio AaBPP'B^a' nelle parti 
eguali Aa^ Ad ^ aB^ a!S y Bb^ B!b\ ec, il numero delle quali 
sia %ny e da un punto qualunque M preso nel diametro Ah si 
«tirano a tutti i punti di divisione le rette Ma^Ma^ MB^ MB\ 
Mby MV , ec. y sarà sempre la somma delle potenze 

TI'' •^IM''=Ma.Ma\Mb.Mb\ec. , ed X? '*— TM'' 
zzMA.MB.MB'.MCMCee. Sia il raggio lAzzky IM=Xy e 
preso un punto qualunque P nella circonferenza, e tirata la 
perpendicolare PQ al diametro ALy che {)rolungata incontri di 
nuovo la circonferenza in P*, e condotte inoltre le rette MP ^ 
MP\ se si chiamai^ l'arco ^P, sarà PQ=:A:sen.(^ ,MQ3Ga>r^cos.<>^; 

onde MPy,MF-=iMP^zzx^-~2.kacQ0%,(p^k^ . Se adesso facciamo 

^ successivamente zzo, — , — , ec. , avremo 

il n 

— M^r=^—A-, MJ5xM5'=^^-'aA:trco8.2£.-f.Aa^ 

"il 
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MCxMCzzx^-^^kxcos.^^k^ , ec.y i quali valori sono i fat- 

tori di x'^k'^ =Tm'^^Ta'^ . Similmente ponendo (ù:=^ , ^ , 

ec, avremo MaXAfa'=:a72—aA:a7COs.~-f-A:* , 

n 

MbxMVzzx^-^^kxco^^^^ , ec. , i quali sono i fattori di 

n 

x'^''-m''^TÀ'' . Dunque ec. 

77- 
Si debbano adesso trovar tutte le radici dell'equazioni de- 
rivative del secondo grado x^^-^^Ax^^^B^zsio • Avremo 
^=f/[A:t\/\A^^B^)\^e 9eJè>B, posto u4±l/(^«-i3>)=c, 

ed orscos. — -i-|/— isen.— , le radici della proposta saranno 

rappresentate dalle quantità iy^ e, a Jy^ e, a* jV^ e, . . . . 

a \/ ^* ^1 numero delle quali è a/i a motivo del doppio se- 
gno-contenuto nel valore di e. Se -.4 è <B, ponghiamo nel va- 
lore di 1/ (a-HÌ[/— i)^ a=^, A=^(jB»— ^^), ed avremo 

^sl/'^-Bf COS.— -i-|/'- isèn.-MjOve y rappresenterà tutti i seguen- 
ti archi ±S, 2p±dy J^pdcSy 6pdzd .... #(/i— i)/?=fc?, essendo 9 il 

più piccolo arco, che ha !--i i per seno , ed -— per coseno, 

B . B 

cioè sarà / della forma 2mpdbd , purché per m si prendano tutti 
i numeri intera minori di /x . E qui pure si dimostrerà com« so- 
pra , che i fattori reali di secondo grado della quantità 

X -^2Ax -^B^ nel caso dì A<.B sono espressi dalla formula 

a?a— aa7l>/j5cos. — 2 h; x jB*, ovf 2m rappresenta tutti i 

numeri pari non maggiori di ;i. Se p^r evitare le quantità irra- 
zionali facciamo Bzzk , sarà Azuk cos.8, e "la formula 
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x^'^2,kxcos.'^ — -^k^ rappresenterà i fattori trinomiali della 

n ' 

funzione x — 2^; x cos.a-4-A; 

Quindi 8Ì deduce la dimostrazione del seguente teorema di 
Molière: se nella circonferenza di un circolo ABL (Pig. 6) si 

]>rende un arco qualunque ALzzS, e l'arco -/4jB::;=— ,poicoaiin- 

ciando dal punto B si divide la circonferenza in un numero n 
di parti eguali BC , Bc , CJJ , ed, ec, condotte da un punto M 
preso nel diametro che passa per A a tutti i punti di divisione 
le rette MB, MC, Me, MD, Md, ec. , sarà 

JfiK .MC .iJfo .i»fi7 .Jfé/ .ec\=AI ''''SiAI^.MI.co&.d^MI . 
Poiché chiamando A; il raggio AI, ed a? la di lui porzione MI 9 

e (fi l'arco qualunque -^P troveremo come sopra WP^ ' 
r:^^2 — aA:arcos.'<;J-»-A;* ; e ponendo in luogo di (fi gli archi — , 

£2=? , ^e:^ , 4£=? , 4P±? , ec. , otterremo per MS» , Me-, 

MC^ , M5"^, MD^ , ec. le medesime quantità, che abbiamo 
veduto essere i fattori di x ^^s^k x cos,8-^k^^ . 

G A P I T O L O VI. 

Delle frazioni continue . 

• 78. ' 

M^ e frazioni continue formano un genere particolare di espres- 
sioni , che per la sua utilità merita di esser trattato con qual- 
ch' estensione. Frazione continua ^i chiama una frazione, il di 
cui denominatore è composto di un numero intero e dì una fra- 
zione, ed il denominatore di questa è di nuovo compostp di un 
numero intero e di una frazione, e cosi in seguita. Tali sono 
l'espressioni ~ . 

ar^ , a-+-— — n 

r y 

• CH CH — — 
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Noi considereremo specialmente la prima forma , sV perchè è la 
pia utile, sì perchè dal conoscere la natura di questa si rende 
nota anche V indole dell' altra . 

Per vedere come il valore della frazione/continua esprimer 
si possa nella solita maniera, terminiamola gradatamente nella 
prima:, nella seconda, nella terza frazione, ec, ed avremo 
azra 

e 

T __^ ahcdè'^cde-^ade'-^abe'^e'^abc'-^C'^a 



r 



T 

e 



* (abcd'-^cd^¥-adH'ab^¥ -ì )e'^abc'^-^'^a 

(bcd-^d'^b)e'^bc-^i 
- ec* ; - 

La legge di queste frazioni è la seguente: qualunque numera- 
tore è eguale alP ultimo de' numeratori precedenti moltiplicato 
per la corrispondente delle lettere a , é, e, ^, ec, ed al nume- 
ratore penultimo; e la medesima è la legge dei denominatori. Se 
dunque facciamo 

" A:na A'=i 

B=bA^ì B'zdb 

€=cB-^A CzzcE^X' 

D=dC^B nzzdC'^B' 

ce. ec. 

quelle frazioni saranno Jj7 , ^ , ^ , ;^ , ^ , ec. Per dimostrar 
questa legge^uppongo , che essa si verifichi per esempio fino al- 
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la frazione-^, e dico che avrà luogo anche per la frazione se»- 

guente -^ , Infatti la frazione — si cangia in -^j se in quella 

si pone rf-H— in luogo di d. Essendo adunque ---=r----ll--, sa- 

continua è terminata , Tultima di queste frazioni ci darà ÌT di 
lei esatto valore, ma se la frazione continua va alP infinito, 
queste frazioni anderanno sempre più accostandosi al di lei ve- 
ro valore . 

Se prendiamo le differenze di queste frazioni, avremo 
:^— — — i. C £ __ 1 

n^'^C= (bc^^)(bld^i-d^) ' ^^- Q^^°^* ^^ ^'"^«^"^ continua 

^^ j si potrà esprimere per la seguente serie 

in 

I 

ii^-»-ec. 

IT 1 

b b(bn'^i) {bc-i'ì){bcd'^d'^} 
onde viceversa le serie potranno convertirsi in frazioni con- 
tinue. 

Ma lasciando da parte queste cose , perchè poco utili , ve- 
diamo con qual mezzo le frazioni e le altre quantità ridur si 
possano in frazioni continue. Sia pertanto X una quantità, che 
non possa esprimersi in numeri interi : per conoscere il valore 
di questa -quantità cerchiamo primieramente un numero intero 
così prossimo al valore di X , che la differenza da esso sia mino- 
re deir unità. Sia a questo numero, e sarà X— « minore dell' u- 

nità,e quindi ^ maggiore delP unità. Facciamo -^—^iX^ , 

e in simil guisa cerchiamo il numero intero b il più prossimo 
»1 valore di X' \ sarà di nuovo X'-^-Jf minore dell' unità, ed 



\ 
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-p— r maggiore dell' unità . Se ponghiamo ^,^^, zzX'^ , e cerchia- 
mo il numero e prossimo al valore dì X", avremo anche adesso 
X"— c<i , ed r=T^ — >i ; e cosi in seguito . Ora essendo -^ — ^=^^', 

7, similmente poiché > . zzX^^.. , 

sarà Jf '=:&-•- -J77 , e così pu;re X'^i^x^Y^f ' ^' ^^ ponghiamo 
per ordine questi valori avremo 






X-a^^, 




< 






e finalmente 




• 









ec. 



la quale sarà la frazione continua, che espritne il valore di X . 
I numeri a, b, e, ec. si possono prendere in due maniere, cioè 
o maggiori o minori delle corrispondenti quantità X ^ X\ X'\ 
eCy delle quali sono limiti. Ma se saranno tutti minori delle 
quantità X, X\ ec. , i denominatori i, e, ec. della frazione 
continua saranno tutti positivi; se saranno tutti maggiori « i de- 
nominatori saranno tutti negativi ; e se saranno in parte minori 
e in parte maggiori, i denominafori saranno ^p ositivi e negatW 
vi. Poiché se a è ^X , sarà X— a una quantiBr positiva, e tale 
sarà anche i; ma seà^X , sarà A^-^a e perciò anche & una quan- 
tità negativa. Per evitare i termini »egativi nella frazione con- 
tinua noi prenderemo sempre i limiti minori. Si osservi intan- 
to, che se alcuna delle quantità X\ X'\ ec. si trova eguale ad 
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un numero intero, allora sarà o ftrzA!^', o czzX^\ o rfzr^'", ec, 
e la frazione continua sarà terminata. Così, se X" è un numero 

intero, la frazibne continua che eépriihè X sarà X^za-^-r 



T- I 



Supponghiamo che la quantità X sia una frazione raziona* 

Af ' . ^ 

le -Tra, ove le lettere JJf ed N rappresentino numeri interi . E 

chiaro che a sarà il quoziente della di-visione di JMTper iV; onde 
se farassi questa divisione, ed il residuo si chiamerà M' , sarà 

M AT N . . ' 

-^— air-^, ed X^zz-TT, . Similmente per avere il valor prossi- 
mo di X* si divida iVper M' , ed il quoziente sarà b , il residuo 
sia M^\ Quindi X' — bzz^-rrp-, ed yCcr-jj^V di nuovo adunque si 

dividerà M' per M'\ ed il quoziente sarà =zc, e cosi in seguito . 
il evidente pertanto, che per ridurre le frazioni ordinarie in 
frazioni continue convien fare quella medesima operazione, con 
la quale si cerca il massimo commi divisore delle quantità M 
ed JV. I quozienti nati dalle divisioni saranno i denominatori 
della frazione continua, la quale si terminerà, allorché la divi- 
sione si farà senza residuo. . ^ 

Sia proposta per esempio la frazione -r — , e si faccia l'ope- 
razione seguente per trovare il massimo comun divisore de' nu- 
meri I ai ed 87 . 

87)ra3 (t 



' ." » I • - 



1 .' 

» « * • 

i 


36)'87 (2 i ■ 

i5 ) 36 (a 
3o . 


; ! rf 


' 6) i5(2 
la . 


• • 


3)6(2 
6 



o 



Poiché siamo giunti ad u«i residuo <=:o, l'operazione è termina- 
la, ed abbiamo a=,ì , tea, cna^ d=a^, ezszz; onde 
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ift3;__ 1 



a-4- 



Anche le quantità irrazionali , e trascendètiti si possono 

eon questo mezzo svolgere in frazione continua , se prima sì 

riducono in frazione decimale. Cosi essendo (/'az:!, 41421 356 

i4r4ai356 . /. . 

1= -2--^ , 81 faccia questa operazione, 

1 00000000 ^ ^ 



J 00000000 
82842712 


i4i42i356 
I 00000000 


17157288 
i42i356o 


41421356 
34314576 


2943728 
2438648 


7106780 
5887456 


ec. 


1219524 



I 

2 

2 
2 

2 

2 



e sarà {/tìzzi 



2-4- 



2-4- ec. 



Ma siccome il vero valore di una quantità espressa in decimali 
ha per limiti la frazione decimale data, e la medesima accresciu- 
ta dell'unità nell'ultima cifra, bisognevà far l'opemzioqe su 
queste due frazioni , e non ammettere che quei quozieniì^^qua- 
li son dati da ambedue le operazioni. ' 

Trovati i valori di a, è, e, ec. , se facciamo coi 



C=cB^A 
JD=4C^B 

ec 
A B 



A'=i 
ec. 




C D 



avremo le frazioni -jr > "sr » 7» > ■n'».^c. convergenti verso il 

valore della quantità proposta X . Se osserviamo attentamente 
Tom. I. a5 



; 
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queste frazioni vedremo ia primo luogo , che i numeri A^ B , € ^ 
ec. , ed A\ B\ C, ec. crescono contìnuamente in modo', che B 
è >-4, C>B^ ec, B>A\ C>B\ ec. In secondo luogo, se 
moltiplichiamo in croce i termini di due frazioni contigue , 
avremo «n^ • 

BA^AB—i 

CB^BC=AE-^BA':^'^i 

DC--Cn:=zBC-^Bzzi 

ec. 
Quindi apparisce» che tutte queste frazioni son ridotte ai mini- 

C 

mi termini: perchè se nella frazione ^ per esempio i termini C 

e C avessero uq fattore comune, dovrebbe avere il medesimo 
fattore anche la quantità CE^-BC\ lo che non può essere a 
motivo di CjB'— JBC'=— I . 

Se adesso ponghiamo l'equazioni precedenti sotto questa 
forma 

B A_ X 

E A~AB' 
C B^_ I 

D C _ T 

ec. 

A B 

vedremo che le differenze tra le frazioni -j, , 57, ec. vanno sem- 

A -o 

Ère diminuendo, e quindi esse formano una serie convergente . 
^i più la differenza tra due frazioni consecutive è cosi pìccola , 
che non può tra due di esse cadere un'altra frazione.^ la qtiale 
abbia il denominatore più piccolo di quello delle due frazioni. 

C D 

Ponghiamo infatti che tra le due frazioni -pTt ^ yv ^^^ compresa 

la frazione —, e sia se è possibile n minore*di C o di £>' . La 

difierenza adunane tra — e ;^ , cioè -7 — dovrà esser mmo- 

CD I 

re della differenza tra rs^, ^ ^i> cioè ^^rrti > "** quella differen* 



.#■*• 
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za non può mai essere <-— , dunque se n<D\ quella differen* 
za sarà sempre maggiore di ^^ . Similmente la differenza tra 

m D . I , > 

- e ^ non potendo essere <-,y- , sarà >'7^rnr «« ^<C' . E 

adunque impossibile che tra le frazioni gr « ^ <5ada «»' altra 
trazione — , in cui sia n minore di C o di U' . 

Vediamo adesso quanto queste frazioni si accostano al vero 
valore della quantità X che rappresentano. Se dunque a è il 

valor prossimo di J^f, _l-i=X', e i il valor prossimo di X' , 
jf'-^^^"» e e il valor prossimo di JT", eo. avremo 

y T 

XsM-i 

*-«- — 

I 

ec. 
o pure riducendo le frazioni continue a frazioni comuni 

^- — ;]f:;t 

■ Tt— [{a^-*-i)c-i-a'\X"'.*.ab-*.\ 

(ìc-hi)^"'-h4 
ec. 
e ponendo 4,A',B, B', ec. invece de' loro valori 

« 

ec. 
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Quindi otterremo 






Ora essendo X'>b , J:">c , X"'>d, ec. , sarà X'>Jff , 
B'X"^A'>Bc-i.A'>C', C'X"'-*.B'>Cd^B'>D\ee.; e sicco- 
me X'<,l!>-t-i , X"<c-»-i, X"'<4t-i, ec. , sarà 
•J!:'<fi'-«-i<5V^' , 5';^".4.^'<B'(o-i-i)^-^'<C-».B', 
C'X"'-i-B'<C{<U-i)-+-B'<D'-t-C' , ec. Le diflferenze adunque 

delle frazioni 77 » 'uT > pr » ^' ''"^ vero valore sono respetti va- 
mente minori delle quantità jf^ , -g;^ , j^^r» ec. , e maggiori 

delle quantità jr^J,^^,^ , ^r,^'^^^.^ . Ù(D'^C) ' ''''' ^^^ "^^"^ 

apparisce, quanto gli errori siano piccoli , e quanto vadano sem- 

À /? 

pre divenendo minori. Inoltre essendo le frazioni -rr. y -ni * ec. 

A o 

alternativamente minori e maggiori della quantità X ^ il valore 

di questa quantità sarà compreso tra due frazioni consecutive. 

E siccome abbiamo dimostrato che tra due frazioni consecutive 

non piìò esser contenuta alcuna frazione che abbia il denomina^- 

tore minore di uno di quelli delle due frazioni , ne segue che 

A B 
ciascuna delle frazioni -j; , ^ , ec. esprimerà il valore di X 

più accuratamente di qualunque frazione che abbia un denomi- 
natore minore • Se delle frazioni "jr » -«r > ec. formiamo le due 

. A C E B D F ,. .xr 

sene j, » ^r > ^» ec; -gr , ^ , ^ , ec. ; la prima conterrà fra- 
zioni tutte minori di ^^ le quali anderanno sempre più acco- 
standosi a questa quantità, e la seconda sarà composta di fra- 
zioni tutte maggiori di X ^ ma che andranno diminuendo verso 
la medesima quantità. Se prendiamo I« differenze delle frazioni 
della prima o della seconda serie, troveremo 
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ec. 

Ora se i numeri e, d ^ 6,/, ec. fossero tutti eguali all' unità, sì 
potrebbe provar come sopra, che tra due frazioni consecutive di 
ambedue le serie non si può inserire alcuna frazione , il denomi- 
natore della quale sia minore del denominatore di queste due 
frazioni. Ma se i numeri e, d^ ec. sono maggiori dell'unità, sì 
potranno inserire tante frazioni intermedie, quante unità son 
contenute ne' numeri e— 1 , fi?— i , ec. , e queste frazioni saranno 
quelle che nascono dal porre successivamente i numeri i, a, 3, 
.... e — I in luogo di e nei valori di C e C, i numeri i , a . . . 
</— I in luogo di d nei valori di Z7 e JD% ec. Cosi se 0=4 9 avre- 

A C 
mo C-zzéfi-^A , C — 4S'-*-i4' , e tra le frazioni -rr^^^^ potran- 

no inserire le tre frazioni mtermedie - ^^ , —-7 — -- , .^--t — - . 

B'-^A^ fiB^'¥'A\ ìB'H'A' 

Se prendiamo le differenze tra le frazioni ^p- , "nr^f ec. 

troveremo 

B-^A A_ r 

&^A' A''^ A^B'-^A') 
ai?-f-4 B-^A 1 



%B''^A[ B'^A'^{B''^A)(fdi''^A') 
SB-t-A ^t^B-k-A I 



ec* 
onde con un discorso simile al precedente si potrà provare che 
tra due di queste frazioni non può cadere una qualunque fra« 

zione —, il di cui denominatore n sia contenuto tra i denomi' 
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A S A 
natoti di queste frazioni. E se le frazioni -7-, , sì — tt? ®c. si sot- 

A Ja'-^A 
traggono dalla frazione -^y si otterrà 

B A _ i 

B' A'^AB 

B B-^A t 



B' B''^A'^(B'^A')B 
B 7.B^A T 



J3' a^'-H^' (i^'^A')B' 

ec. 

B 
e quindi in simil guisa si dimostrerà , che tra la frazione -^ e 

A j? I A 
ciascuna delle frazioni -^ , -g, — -jj , ec. non potrà cadere alcu- 

Mi 

na frazione — . in cui il denominatore n sia minore del denomi- 

n 

natore di quella frazione . Onde ciascuna di queste frazioni sì 

accosterà al vero talore di X più di qualunque altra frazione , 

che fosse espressa in termini più sempiici. Facilmente si vede, 

che quelle proprietà, che abbiamo dimostrato, convenire alle 

A C 

frazioni intermedie tra -r^ e ^^ , appartengono egualmente a 

quelle che si possono inserire tra 'gr ^ "^ 9 tra -7, ed r^rr > ec. 

Quindi può risolversi il problema seguente: data una fra- 
zione di termini molto grandi, trovare tutte le frazioni espres- 
se in numeri minori , le quali si avvicinino tanto al valore del- 
la frazione data, che non sia possibile Taccostarvisi di più, sen- 
za adoprare numeri maggiori . Si riduca la frazione proposta in 

frazione continua , e da essa si formino le frazioni 57, -«r >-g7»ec. 

l'ultima delle quali sarà la frazione proposta, e sarà sciolto il 
probleifta , perchè ciascuna dr queste frazioni esprimerà più ac- 
curatamente il valore della proposta, che qualunque altra fra- 
zione composta di termini più semplici • Che se vorremo oonsi* 
derare separatamente le frazioni maggiori e le minori della pro- 
posta, inseriremo tra le frazioni precedenti tante frazioni inter* 
inedie , quante potremo, ed avremo cosi due serie di frazioni 
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convergenti verso la proposta » le une tutte minori , e le altre 
tutte maggiori della data, e le frazioni contenute in ciascuna di 
queste serie risolveranno egualmente il problema . 

Sia data per esempio la frazione decimale 3, 141592 , la 
quale esprime il rapporto della circonferenza del cerchio al di 
lui diametro, e sia proposto di trovare in numeri minori i rap- 
porti i più prossimi a questo . Si riduca la frazione decimale da-* 
ta in frazione continua, e si troveranno i denominatori 9 3 , 7 , 

3 
1S9 1 9 ec. dai quali si formeranno le frazioni convergenti — , 

aa 333 355 , i ^. ^ • • 

— , — T) — 7» ec. ; che saranno alternativamente minori e mag- 

7 106 ilo ^ 

giori del vero rapporto della circonferenza al diametro , e ciascu- 
na delle quali si accosterà più a questo rapporto di qualunque 
altra frazione che sia concepita in termini più semplici. E se 
vogliamo separare le frazioni minori del vero rapporto dalle mag- 
giori, potremo inserirvi le convenienti frazioni intermedie, ed 
otterremo le due serie . 

3 ^5 4? 69 91 '^^ '^5 i57 179 aof 2a3 ù^5 

T'T*75*M'l9'ir'*43"'lo''t7'"64'7**'^' * 
a67 289 3iT 333 

4 7 10 i3 16 T9 fl2 355 

7*7'T'"4''T'T'Y'7T3*®^' 

Le frazioni contenute nella prima serie si accostano al vero più 
di qualunque frazione minore del rapporto della periferia al dia« 
metro, e concepita in termini più semplici, e quelle della se- 
conda Serie son più prossime al vero rapporto di qualunque 
frazione maggiore dì esso , ed espressa in termini più semplici . 
La prima idea delle frazioni continue si deve a Mylord 
Brouncker, il quale espresse con una di esse il rapporto del qua- 
drato circoscritto al cerchio all'area del medesimo. Alcune ri- 
cerche su questa specie di espressioni si trovano nelle opere di 
Wallis , ma Huyghens è il primo che abbia conosciute le prin- 
cipali proprietà delle frazioni continue, le quali abbiamo fin 
qui esposte. Passiamo adesso a vedere alcuni de' vantaggi, che 
l'Algebra ha riportati dalla dottrina delle frazioni continue per 
opera del Sig. de la Grange. 
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Nella prima Parte , allorché parlavamo dell* approssimazio- 
ne delle radici dell' equazioni , pónevamo x^p-*- — , JF^h — 9 

2=zr-f- — , ii=f-4- — , ec. , ove/, q^ r, 5, ec. espnmevano 1 li- 
miti interi delle incognite or, y, z, ec. Sarà dunque 

r-i 

^-4- ec. 

cioè le radici dell'equazioni saranno in tal modo espresse per 

mezzo di una frazione continua • Quindi le frazioni -^n^n f> 

ABC 

ce, (siccome equivalgono alle frazioni "jr 9 "m > 777 > ^^O •▼ran- 
no la proprietà di esprimere le radici dell'equazioni tanto ac- 
curatamente, quanto si può non adoprando numeri maggiori; 
lo che ognun vede quanto accresca il pregio di quel metodo. 

Per ridurre in frazione continua le radici dell' equazione 
del secondo grado -^a7*-»-JBa;-4-Ci=o, si deve fare il seguente 
calcolo I 

B'=.M^B A'=E1=£. X'<Z±^ 

B":=.A'X'^B' A"-^'^-f ,.^-B"^D 

,. JJ ^A ^^B A _- A < ^-jTTT— 

ec. ec. ec. * 

^ve DzziB^'^^ACy ed il segno < denota il numero intero pros- 
sitnamente minore della quantità che sutcede a questo segno ; 
e si avrà 
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nella qual frassione contìnua abbiamo dimostrato, che ritorna- 
no ì inedesimi numeri con un certo periodo , ed essa si chiama 
'peicìò periodica. 

Siccome una equazione qualunque del secondo grado con- 
duce ad una frazione contìnua periodica , viceversa se avre- 
mo una frazione continiia periodica^ la. quale vada ali* infini- 
to , potremo giungere alP equazione , dalla .quale essa dipende, 
e quindi al valore della frazione • Sia data per esempio la fra- 
zione continua periodica o-f-— ^ ' > la quale scorre airin- 

2h 

finitole chiaro che ponendola . =?x avremo x-^az:;.^ — -. — e 
quindi a?»—(aa.^)^.^»-«i—j=o, e4 a=^^'^^^''^^) [ 



Così pure se avremo la frazione continua ^sso-h — 

T 



b^± 



sarà J>— flcs ss , . ■ ■, e quindi 

b^ L_ 






80. 

Se ripigliamo V equazioni trovate di sopra per esprimere le 

d A £ 



Jk B C 

differenze tra la quantità^ , e le frazìDni -17 , «r > 7=u ? ec. , a- 



Vremo 

Tom. L sl6 



l>f 
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ec. 
ove apparisce che queste quantità sono alternativamente nega--* 
tive e positiy^^. É siccbme t^X'^^^X^X", i^^X'''zzX"X"' , 
i-W;^'''— ^'''Jf^^ ec; sàtà 

ffX''^A*'=:iX'X'' • '..'.-. 

CX"'^^'={cB'^A')X"''^B'^B'X"^A')X"' 
D'X'''^a=(àC^ff)X'''-^'={CX'"^B')X''' 

. ec» 
e poiché X* 9 ^" , X*" , ec. son maggiori dell' unità , le quantità 
X\ SX"'^A'y CJ^'-if-B' , eé. anderanno sempre créscendo . 
Quindi le quantità A^-'A'X , B^^SX^ C-^'X, ec;, se si fa 
astrazione dal loro segna ^ cioè se si prendono tutte positivàmaiw 
te, anderanno continuamente diminuendo. 



Se il denominatore n della frazione — è contenuto tra due 

n 

ABC 

denominatori consecutivi delle frazioni "tt > »r 9 7»r > ®^* ' ^^^^ 

se è*per esempio n>B^ e <C' , sarà prescindendo dal segno 
m-^nX'^B'-^B X , ed in conseguenza >C^CX . Si ponga 

Cnr-AJmnM, Bn^B m=]\ j sarà m= Q,Q^^Qf » ^^^ s'C-^Sa * 

cioè , a motivo di fi'C-fiC'=-i , m=CN^BM,ft=zCN''BM . 
Ora, poiché n<C\ le quantità JWed -JV dovranno avere il me* 
àesimo'segno. Ciò posto , sarà m-/iA:=iV(C.C'X). 3f(B-JB'J!^): 
zna M ed N hanno il medesimo segno, e B^B'X , C'^^X se- 
gno diverso; dunque le quantità NiC-^CX) e — M{B^ffX) 
avranno il medesimo segno , e quindi m'^nXy che è eguale alla 
loro somma , sarà maggi<^re di ciascuna delle quantità B^-^Bt.X^ 

e C'-^C'X . Pertanto se — è una delle fi-azioni convergenti ver- 
so il valore di A^, la quantità p-^Xq y facendo astrazione dai 



i 
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segni, avrà un valore più piccolo di quello che aiirrebbe, se in- 
vece dì p e q vi 8Ì ponessero altri numeri lùiiiori » \. * • 
Sia adesso proposta la quantità 



ove Ay B, C9 ec. sono numeri interi, e si cerchi quali nunieri 
interi si debbano prej^dere per ir ed y , perchè fjuesta quantità 
divenga la più piccola possibile. Se chiamiamo a, «',«'*, ec. le 
radici reali, e fcfccj/i*»i , ec. , le radici immaginarie della equa» 
zione 

- Jz"^Sz'*^^ -t-Cz"^^ .... -HÌV=io , 

la formola proposta si potrà porre sotto la forma 

-/i(a?— aj)(^-^*'y)(a?— a^y) . . . [(x — 6y)*-*-c^j*3 •..••• 
e la questione si ridurrà a fare in modo , che jl prodqtto di que- 
sti fattori sia il più piccolo possibile. 

Se tutte le quantità a, tf', <t", ec. , i, ec. soiio del medesi- 
mo segno, per esempio tutte positive, cerchiamo primieramen- 
te di trasformare la formola data in un* altra 

A{x^^y)(x^^'y){x'-^ey) . . . [{x'^/yV^-y^] .... 
ove le quantità <s, e' , ec./, ec. non siano tutte positive. Sia k 
« un numero intero positivo minore di alcune radici^. per esempio 
di a e di a' , e ma^iore di tutte le altre , e si faccia xmx^-^ky ^ 
la formola data diventerà 



^(ftr'-i-A;— o .y)(a?'-f^'— fl' .y)(xWk'^'\y) . . . [(a?'H-A — A.y) » -hc "y «] . . , 
ove le quantità a— i, a'— A- sono positive, oJ'^'ky ec. , i— i, ec. 
sono negative, e quindi abbiamo ottenutoci' intento. 

Questa soluzione riesce sempre, fuorché nel solo caao, ia 
cui tutte lé quantità a^ a\ te, , b^ ec. cadono tra due nùmeri 
interi consecativi V^i!^ allora potrà usarsi il metodo seguente. 

Siano le frazioni -7' ■^, una maggiore, l'altra minóre di una 

qualunque radice, per «isempio di a, ma talmente, prossime ad 
essa, che siano ambedjie minori dì tutte Je radici- più glandi di 
a, e maggiori di tutte le altre'-più piccole dia, lo che è sempre 
possibile, e si fàccia xzzax'-^y , yzra'af'4-^';y' .. Sarà 

x'zi Hr--73 » J = -ÌTf rs ; "»» acciò ai valori* interi di or e di 

y corrispondilo sempre numeri interi per j?' ed y\ converrà 
ohe sia a|?'-*a'^=2ti , alla qual condizione soddisfaremo pren«- 
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a 



? 



dendo per -7 , ^ due fruizioni consecutive convergenti ver$o a , 

Posto ciò y se facciamo 

u4'=^(a-a'a)(a--a'a')(a-^'a") («-«'A)* 

la nostra formola diventerà 

ore la sola quantità ^ ^ ^ è negativa, e le ahie tutte ^ '^y v > 
^77 , ec. sono positive . Questo metodo è generale per tut- 



ec. 



a— a 



ove le quantità e, e', cc,/,ec. sono tutte positive , ed è x'-s-cy—'——^.;,::. 



ti i casi , e per mezzo di esso la data formola potrà sempre tra- 
sformarsi nella seguente 

Premessi questi principi cerchiamo adesso il più. piccolo 
valore, che la nostra formola può ricevere in numeri interi! Sia 
essa in primo luogo del secondo grado , e risoluta ne' suoi fattori 
ci presenterà da considerare le tre forme seguenti * 

-4[(a7—ij) •-*-<: a j* ] 

secondo che i di lei. fattori sono immaginari, o essendo reali 
hanno il medesimo segno o segni diversi . 

Incominciando dalia prima siano /^ e ^ i valori di xt di y 
nel caso del minimo, la quantità {p^-4fqY^^^^q^ sarà tale; che 
posti in luogo Aip e q de' numeri differenti , almeno fino ad un 
certo segno, essa acquisterà un valore maggiore. Ma se in luogo 
ài p e Ai q porremo numeri minori, il termine c^q^ riescirà jgi^ 
nore; dunque converrà che divenga in tal caso maggioi^* la 

quantità/?— &jr. Ciò posto io dico, ché^^ sarà una frazione con- . 

vergente verso b ; poiché se non lo fosse , siano — - , — quelle tali 

frazioni convergenti consecutive, nelle quali s è >5', ed n<y, 
e facendo astrazione dai segni avremo m— All'IP— Ay;. dunque 
(^^^^3^^2^9 non sarebbe un minimo contro l'ipotesi. 
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Nel secondo caso , se x ed j hfinno il medesimo segno , al- 
lorché la formola è minima^ il fattore xn-a'y^sarà sempre mino- 
re , quando ad a? ed y si danno valori più piccoli^ e perciò dovrà 
essere in tal caso un* minimo il fattore x— aj ; e quindi col di- 

» ' ' se 

scorso usato nel^prìmo caso si proverà, che — sarà una frazione 

convergente yefso a. Si vede ^egualmente, che quando a? ed j 

hanno segni diversi sarà nel caso del minimo «^— una frazione 

convergente verso al , 

Si trasformi la terza formola nella seguente 

^'(ìt'— e/)(ar'-i-«y ) , 
ed apparirà che» se nel caso del minimo x' ed y ha&no il mede- 

Simo segno, sarà un minimo il fattore ^'"^y — ^[i^J!^ * ^**^* * 
joaotivo di a^-'-^a costante, sarà un minimo il fattore x«-«j, e 
quindi — sarà una frazione convergente verso a . Se poi a?' ed y 

hanno segni diversi, sarà un minimo il fattore ^c'Hh^V^ — — 7-7, 
cioè il fattore a;— a'y, e perciò — sarà una frazione convergen- 

te verso al . Dunque nel caso del minimo ^ sarà una frazione 

convergente verso a o verso a' • 

Passiamo alla formola del terzo grado 

e consideriamo le tre diverse forme, che risoluta ne* suoi fattori 
può prendere 

A{x^^y) (ar— <>'y)( j?-f-a"y ) 
-/4(«— ay)(a>-a'y)(a>-^"j) 

ove si omettono le altre, perchè o si riducono a queste presa y 
negativa, o non presentano difficoltà. 

Riguardo alla prima , se nel caso del minimo or ed j hanno 
il medesimo segno, sarà un minimo la quantità {x*^'ay){X'^y), 



X 

e quindi , per ciò che abbiamo dimostrato di sopra , — sarà una 
frazione convergente verso a o verso al .S^ x tà y haiupo segni 
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diversi, saia. un minialo il fattore x-^^'y, e quindi—— sarà 

una frazione convepgeote verao a" . 

La seconda formola si trasformi nella seguente 

onde apparisce che, se x* ed y* hanno il medesimo segno/ è un 
minimo il fattore a:'— l^j*, cioè ic— ay, ed— è una frazione con- 
vergente verso a. Se poi jp' ed y' hanno segni diversi, sarà un 
minimola quantità (a?'-f-«'y')(a;'-+-e' j'), cioè (j>-a'y) (a?— a"y) , e 

perciò — sarà tina frazione convergente verso a! o verso a" . 
Finalmente la terza formola diventa 



e se nel caso del minimo x^ ed y hanno il medesimo segno, si 
vede che dovrà esser minima la, quimtità x^-^^y\ cioè x — a3r;.se 
poi X* ed y' himno segni diversi , sarà un minimo la quantità 



X 



(x^'^yy^'^^y* , o sia la quantità {x — by^-^^^y^ . Onde— s^rà 

una frazione convergente verso a o verso b . 

Continuando il medesimo ragionamento vedremo in gene- 
rale, che la funzione 

Ax ^Bx y-4-C* y . , • .-t-iVy . 

X 

otterrà il più piccolo valore in numeri interi, quando — • sarà 

una frazione convergente verso le radici reali, o verso le parti 
reali delle radici immaginarie della equazione 

Az^^Bz^^^Cz^^ . ... ^iVbro , 
avvertendo che si dovrà prendere x ed y col medesimo segno , o 
con segni diversi, secondo che le corrispondenti radici reali, o 
le parti reali delle radici immaginarie saranno positive, o nega- 
tive. 

8i. 

Facciamo r applicazione, di questa teoria alle' formolo del 
secondo grado, e sia proposto di trovare il minimo valore della 
funzione 

Ax^'^Bxy^^Cy^ . 



D' ALGEBRA P. II. 207 

Le radici dell'equazione Az^-^Bz^Czzlo sono espresse dalla for^. 

mula "^ ^^ ^ ^ ^ i, ove eoa viea distinguere tre casi . Pri- 

xnieramente se jB»— 4-<4C è un numero quadrato» le radici saran- 
, no razionali, e la formula Ap^'^Bpq-^q^ diventerà =0, se 

pi-enderemo-^ eguale all' una, o all'altra di queste radici^ e quin- 
di zero sarà il più piccolo valore di essa . In secondo luogo se 
B^-^J^AC è una quantità negativa , le radici saranno immagi- 
parie; e perciò convertiremo in frazion continua la quantità 

— ^2 prendendola positivamente , e trovate le frazioni conver- 
genti verso di essa prenderemo peir/? ì numeratori e per q i de- 
nominatori di queste frazioni, avvertendo di dare a 1? e a ì mede- 

B ' 
8Ìmi segni o segni diversi , secondo che sarà -j positiya o nega- 
tiva . E quella supposizione , che ci darà il più piccolo valore 
della formala proposta, ci somministrerà il minimo cercato • 

In terzo luogo se 5*— 4-^P è una quantità positiva non 
quadrata, bisognerà convertire in frazion contin*ua la formula 

^^ ^ V-- — ^^ — '- , ove il doppio sogno "ài si prenderà in mo» 

do che questa quantità riesca positiva . Ad ottener ciò bisognerà 
eseguire il aeguente calcolo^ ove ZfcrJS*— 4-^C, (60) 



4A 2A 

ff'=.A'x'^B a"=E::=^ ^'k-'^'Y- 

ec. ec. ec. 

finché si giunga ad avere A^'^t''^ z^^"^ , e J5("-^^)=b(») , es- 
sendo it pari, perchè poi ritorneranno i medesimi numeri, e la 

frazione richiesta sarà A-#-— ^ .Si cerchino le frazioni 

A"H-ec. 
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"7 > ;^ ^ » > ce. convergenti verso questa frazione continua , ed 

i loro numeratori si prendano per x, i denominatori per y, e si * 
dia a queste quantità il medesimo segno o segno diverso , secon« 
do che la quantità z^B avrà il segno superiore o l'inferiore. 
Quei valori di x ed y, che daranno il più piccolo valore della 
formula proposta» risolveranno il problema. Ma per verificar 
ciò non occorre fare un nuovo calcolo; poiché le quantità j4\ 
A\ ec. esprimono il valore della funzione data, allorché vi sì 
pone a, /9y ec. in luogo di x, ed a', j?% ec. in luogo di y. Infat- 
ti abbiamo veduto di sopra (60) , che le quantità A ^ A!\ ec. si 
esprimono nel modo seguente. » 

A =Aà^ ^B^> -hC 

^ A"'=:A"À''^.^B''À''^A' 

ec. 

E se facciamo acrA-H- 7 , »':=^'-4— 77 , z"::zi"^ — rrn^' * <lalla equa- 

zione ^z*-4-J5«-f-C:=o ne nascono le trasformate 

^"V"*-i-5"V"-i.^"=o 
ec. 
Dal che apparisce che A é ciò che diventa la quantità 
Az^'^Bz'^C y se vi si pone zr:À\ A" ciò che diventa la quantità' 
Az^^'^B'z'-^'Af se vi si pone z^znÀ* ^ o sia ciò che divelta la 

quantità Az^^^Bz^^^ ^ se vi si pone i8=^ j^izlf, e si tolgono 

poi le frazioni; A"' è ciò che diventa la quantità 
A'z"^'^B**z'''-^A se vi si pone a"==*'', o sia ciò che diventa la 



quantità Az^^^Bz-^ se vi si pone g=^l 1 , , e si tolgono 



X' 



poi le frazioni , e così in seguito . Sarà dunque 

A ^Aa^^Baa^-^a' » 

A^zzAY^^Byy^U!/^ 
ec. 
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«ìoè le quantità A ^ A", A"\ ec, t^^primono i valori della fun- 
zione Ax^H'Exy-'^-Cy^ , allorché in luogo di a; e di y vi si pon- 
gono i numeratori ed i denominatori dalle frazioni -7, ^, -^,60,. 

Pertanto il più piccolo numero contenuto nella serie Af A',A'\ 
ee« sarà il minimo cercato- 

Esempio L 

Si debita cercare il più jùoeolo valore della quantità 

7a7*-*-aaa?j-4-aoy* . ^ 

Avremo A'rs^, Brraa, fcrao, p B^-^^AC^z^^S cioè negativa, 
«quindi dovremo ridurre in frazsion continua la quantità 

*— jsr— - — , Operando sulla frazione — troveremo i denomina- 
toli I9 i, i , Sf ^ quindi dedurremo le frazioni convergenti 
^ , — , — , — y e siccome ,— --j à una quantità negativa, dovre- 
mo tentare per x ì numeri i , 2, 3, 1 1 , e per y i numeri — i, 
-^i , —a, -e —7 • Ciò posto se esprimiamo con la lettera X ia 
funzione proposta troveremo 

» y X 

I o 7 - 

1 ^— I S 

^ — I 4 

3 — a ^ II 

II — 7 ' i33. 

Quindi il più piccolo valore di ^ è 4, ^ questo risulta dai va- 
lor| xrz% y yzs-^i « 

Esempio IL 

Sia proposto di trovare in numeri interi il più piccolo valo- 
re della quantità 

8jp*— I ijxy'^J^Gy^ • 
Avremo A^:B, J3!==— ii7,|/(JS»— 4^C)=^I?=:|^57, e siccome 
D è positiva dovremo convertire in frazion continua la quanti- 
tà— -.23^.^, e acciò questa sia positiva, prenderemo 117 

^mpre col segno superiore, e j/57 coli' uno o coir altro segno. 
T4)fju I. a7 
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Prendendo primieramente ^87 col segno positÌTo facciamo il 
calcolo seguente . 



B =-i 



»7 



A i=8. 



16 



* 3a 



—a 



B'" =ia— 7=5, 
£ty =:_^^5=— 3, 



* • 






—4 4 

^ff/ ft5— 57__ , .„, — 5—1/57 

-« -.— -g— — 4, A <:__ — ^i 

ja ^^' . _^ 

^'/ — i^S— 57 _ j^^ ^„ ^ S-h/S? ^, 
— i6, ' 4 

^•'"=ia-5=7, ^"=fc57__ ;^nr<-7'V57=^ 

—4 

viti II /'^^^jf^ 

Qui possiamo fermarci , perchè abbiamo^ — o , ed A — A , 
e siamo sicuri, che ritorneranno i medesimi numeri di prima 

col medesimo ordine . > . 

Adesso prendendo 1/67 col segno negativo facciamo come 

segue : 
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B =:-ii7, A =^, 'a, '<"7-i/57_.g 

^ 3a ' a4 

B" =24-ai=:3, ^" =.9=±7__i^" ^-3-|/57 _. 

4« —a 

B"' =-10^-3=5-7, ^"' =te^= a, A'" < . ?-H<^7=3 

—4 4 

8 •— tt 

B" =-8-hS=-3, ^^ =9-^7- 3, ;i.' <J±k^=:, 

— 16 6 

B"/ =6-3=3, A"" = 9-^7~__4 ^ ^v/ <r!z±:27_, 

la —8 

— IO 4 

^''"^=18-5=7 , ^K///-49-57-^, , A'''"<ZZZk:2l=7 - 

8 — "2i 

B''''''=-i4^7=--7,^'W'==^Ì2Zl^^ a, 

ed awstlapiPci qui, perchè B''"''=B'\ ed yi^^'^^'z:^"' . 

Se osserviamo i valori de* termini -^, -/4' , ec. trovati ne' due 
casi, vedremo che il più piccolo di essi è — i , il quale nella pri- 
ma serie è il valore di ^', e nella seconda quello di A" ^ Quindi 
«-*•!. è il più piccolo valore della funzione proposta» e per trova- 
re i valori coiri^pondonti di x e di y prenderemo nel primo caso 
il numero X , cioè 7 , e ne formeremo la frazione convergente 

— , la quale corrisponde ad A\ ed i valori cercati saranno 37=17, 

— I . Nel secondo caso prenderemo i numeri X, X\ cioè 6, i , e 



formandone le frazioni convergenti ^9 -^9 T ultima delle quali 



corrisponde ad A" ne dedurreiyipr xi^i , yzz:i . ]Ui questo esempio 
ambedue le serie ci hanno dati i medesimi valori di ^ e di y, 
ma questi per Io più saranno diversi. 

I valori trovati di ;p e di j nel caso del minimo ìì0iiq i più 
. piccoli possibili , ma se ne potranno trovarn infiniti altri sexìi'^ 
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-pre più grandi. Infatti nell'una e nell'altra ferie dei numeri 
j4» J! y A\ ec. il termine — i ritorna sempre dopo sei termini. 
Onde spingendo più avanti le frazioni convergenti, potremo 

prendere per — quelle che corrispondono nel primo caso ad 

A yA ^^^ y ec. e nel secondo ad A^^^^yA^^ , ec. Si può an- 
cora trovare una formula generale, la quale comprenda tutti 
questi valori di :r e di y. Chi ne fosse curioso, potrà vederla 
nelle Memorie di Berlino deW anno 1768. a pag. \%i. Se fosse 
stato richiesto il più piccolo valore positivo , che può prendere 
)a nostra formula, questo valore sarebbe z=2, il quale corri- 
sponde nella prima serie ad ^" , e nella seconda ad A!^' . 

82. 

Da questi principj il Sig. de la Grange ha dedotta la riso- 
Itizione in numeri interi dell'equazione Ax^-^Bzzy^ • S'inco- 
minci dal riflettere, che se x e B hanno un fattore comnne a, 
anche y conterrà il medesimo fattore , e quindi B^iy^-^Ax* do- 
vrà esser divisibile per a* . Onde se B non contiene alcun fat- 
tore quadrato, x e B dovranno esser tra loro numeri primi. Ma 
se B contiene un solo fattor quadrato a* , x potrà esser primo 
con J5, o contenere il fattore a. Nel primo caso risolveremo 
r equazione y^^^Ax^zzB supponendo jr e B primi tra loro, nel 

secondo risolveremo l'equazione y^^^Ax^zz — ponendo ^ ^ TI 

numeri tra loro primi, e poi moltiplicheremo i valori di :r e di 
y per a. Se B conterrà due fattori quadrati a* e A" , converrà 
prima risolvere l'equazione y^'^Ax^zzB nella ipotesi dì x e B 

tra loro primi, poi l'equazione y^^Ax^zz— nella supposizio- 

J3 

ne che x e — siano primi , e finalmente l'equazione 

y*— ^a?«=r7j nella ipotesi dia: e-j- primi tra loro. I valori di 

X e di y ottenuti nel secondo e nel tèrzo caso si moltiplicheran* 
no poi respettivamente per a, o per b. E cosi in seguito. - 

In tutti questi casi adunque T equazione si ridurrà alla foi^ 
ma j»— ^a?*=jB, ove x e B sono tra loro numeri primi, e con- I 

verrà che y^^^Ax^ sia divisibile per B . Si faccia (64) yz^X'^Bz,, 






D* ALGEBRA P. II. ai^ 

e r equazione data diventerà {n^'^A)x*'^znBxz^B^z^:^B ; e 
siccome X è primo con B, dovrà essere n^^^A divisibile per Bi 

Si cerchi un numero n tale che sia — ^ — eguale ad un numero 

intero C, e si avrà requazione 

ove per n si potranno prendere tanto positivamente che negati- 
vamente tutti quei numeri: < — che rendono „ ■ un nu» 

JD 

mero intero , omessi quei valori di n, che sono >-^ (64) • Senon 

si trovasse alcun valore di n, che avesse queste condi^eioni, bi- 
sognerebbe concludere che Inequazione y^-^Ax^zzB non è riso- 
lubile in numeri interi • Ma se troviamo uno o più valori sod-< 
dìsfacienti di riy gli considereremo successivamente uno dopo 
r altro y e faremo il discorso seguente : 

Siccome le quantità C^ n, B ,x e z sono numeri interi , la 
fòrmula Cx^^^stnxz-i'Bz^ sarà sempre un numero intero , e 
r unità sarà perciò il più piccolo valore positivo che essa possa 
avere , se pure non potesse diventar zero y il qual caso per ora 
escludiamo , perchè ne parleremo poi separatamente . Si cerchi 
adunque col metodo precedente il più piccolo valore che possa 
ricevere questa formula, e se esso si trova eguale all' unità , 
avremo la risoluzione dell'equazione Ca?"— anx^H-^z'iri, cioè 
della proposta u^x^-i-A=:y' : se no, siamo certi che essa non è 
risolubile in numeri interi. Convien pertanto distinguere due 
casi 9 secondo che la quantità 4^^— >4'B^=4^ sarà positiva o ne- 
gativa • 

Se ^ è una quantità negativa ,. si convertirà la frazione ^ 

presa positivamente in frazion continua , e formatene le frazio- 
ni convergenti verso di essa si prenderanno i numeratori per x 
ed i denominatori per z, e quelle supposizioni che rendoncLja 
formula Cx^'^^nxz-^Bz^ eguale all' unità , risolveranno il pro- 
blema. Onde apparisce che il numero delle soluzioni sarà in 
questo caso sempre limitato . 

St A h una quantità positiva, poiché DT7:\Ay prenderemo 

i segni di n e di y'A in modo che la quantità ^y^ diventi 

positiva , poi faremo il calcolo seguente : 



! 
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— », 



C 



n'=XC-«. C'=^^ Ji.'<l!!^}^ 

" C" C" 



n mX C/ -4*^ 9 



ec. ec. ec. 

finché ritornino insieme due termini corrispondenti nella prima 
e nella seconda serie. E se nella seconda serie troviamo alcuna 
delle quantità C, C, eo. eguale all'unità, avremo altrettante 
soluzioni della propósta; se nò essa non sarà risolubile in nu- 
meri interi. Per avere i valori di :r e di ^ si formeranno le fra* 

zioni conTergenti verso la frazion continua >l-4- ^ , e 

X'V ec. 
la frazione corrispondente a quella delle quantità C, C, ec, 
che è eguale all'unità, ci darà nel numeratore il valore di j; e 
nel denominatore quello ài z. 

Se A fosse un quadrato =a> , avremmo il caso, in cui la 
formula Cx^ — %nxz^Bz^ può divenire zero, perchè può risol- 
versi in due fattori razionali • Infatti questa formula è eguale a 

I _ ^ la quale nel caso di A'^za^ si può mettere sot- 

10 la forma t ! J^ 1 U. . Ora essendo 

— g — — ^ j^ ':=zBy dovrà essere il prodotto (/i-m»)(«— a) 

divisibile per C^ e quindi se C si risolve in due fattori ice, 
dovrà essere uno dei numeri' n-fia, iv^a divisibile per b^ e l'al- 
tro per e. Sia dunque n-k^zzfb, n-^'Oingc^ ove fé g sono nume- 
ri interi, e i due fattori della quantità CW^—AnjTJS-i-JBiS^ saranno 
cxà:fzy hxràzgzx e dovendo questi esser numeri interi, bisogna 
che ciascuno di essi sia zr:j=i. Si faccia pertanto cx±fziz±ì , 
bxzt:gzi:z:izi, e da quest'equazioni si deducano i valóri àix e z; 
i quali se riesciranno interi, ci daranno la soluzione bramata, 
se nò la proposta non sarà solubile in numeri interi . 

Ma nel caso di Azza^ si può il problema risolvere piìi fa- 
cilmente nel modo seguente. Siccome l'equazione y^^-'^^x^zzB 
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si può mettere sotto la forma (y-f-aAr)(j— arr)r=B, se chiamiamo 
b e e i due fattori di J3, avremo yH-a^6=:ab;& , j— aj7rr±:c; e da 
quest'equazioni si dovranno dedurre i valori di x ed j, i qua- 
li , se saranno interi^ risolveranno il problema. 

Esempio L ' 

Si debba risolvere in numeri interi l'equazione j>-i-3x'=:i24. 
Siccome 124 contiene il fattore 4 ^^® ^ ^^ quadrato , do- 
vremo prima risolvere l'equazione «'^-i-3a;^:=iA4 considerando 
xe 124 come primi tra loro, poi 1 equazione y'-i-3j7^i=3i ri- 
guardando ;r e 3i come numeri tra loro primi. Cerco primiera- 
mente il numero n tale, che sia n'-H3 divisibile per 124, e tro? 

vo per n i numeri 1 1 e 5i , che sono i soli tra i minori di — -^ , 

che soddisfacciano. Facendo dunque yzziiiX'^i^J^z ottengo 
r equazione 

a?"— 22a?af-4-i242*=:i , 
e siccome A è negativa, i valori di x e z non potranno che es« 
sere eguali respetti vamen te ai numeratori ed ai denpminatorl 

delle- frazioni *- 9 e ^-r: la prima supposizione soltanto mi ren- 
de la formula or ^— 220:2-1-1249' eguale all'unità; onde deduco 
la soluzione xzzi , e z=o, cioè x^zi , ed j^i i . 

Se prendo l'altro valore di #1, e faccio y=:5ijr— 1245P, ho 
l'equazione 

Risolvo in frazion continua la quantità — =:-^» e trovo le fra^* 

zionì convergenti verso di èssa —,— ,— , i numeratori ed i 

denominatori delle quali devo tentare respettivamente in luogo 
di X e di i9. Ora indicando j>er^ la qua&tità2ia7> — ioakxz^i2,^'^ 
io trovo 

X z X 

I o ai . . 

\ I 4 

5 2 1 

* . ^7 7 7 

dunque ho una nuova soluzione ponendo :r=5^2r=2^ cioèx=:5, 

y=7- 



. j 
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Adesso per risolvere Tequazìone j>-4-3r^=:3f , ctrco uft 
numero /Itale, che aia n*-H3 divisibile per 3i , e trovo nczii^ 

e questo è il solo valore soddisfacìente di », che sia <~^.Pou<- 
go yzziiX'^iiz, ^A ottengo Tequa^ione 

Riduco in frazion contìnua la frazione -^, e trovate le fra- 

4 

zionì convergenti -^ » — »-»- > pongo di esse ì numeratori per x^ 

i denominatori per ìs, b denotando per X la quantità 

4ji:*— aax»-f-Si«a ritrovo 

X z X 

i o 4 

^ 1 ì 

5 I I 

II '4 ia> 

■ed ho una soluzione delV equazione y^-f-3:r^iz:3i facendo arsii y 
z^i , cioè xz^i, y^^^» Questi valori di ;i; e <li y soddisfaranno 
alla proposta se gli moltiplicherò per st^ e fatto ciò diverranno 
0^=69 j^:4- Onde la proposta ammette in numeri interi tre so* 
luzioni , che sono J7=ii , 5, 6 , e rispettivamente yzzii 1 , q^ 4 • 

E S E M P I o II. 

Sia proposto di risolvere in numeri interi l'equazione 
ys— .x*=i63, ove ^ è un quadrato . 

Il numero 63 può essere il prodotto di due fattori in tre 
maniere, le quali -ci danno 63=63.1=21.3=9.7 . Dalla prima 
combinazione ricaviamo y-^x^zSò, y'^x:z:i , cioè yizist , xszii , 
dalla seconda y-t-^rz^Ai, j— a^zS, cioè jv^zia, x^zg^ e dalla ter* 
za y-HJ7=9 » y^xizi^ , cioè yzzS , x=i . E queste sono le soluzio- 
ni deir equazione proposta. 

Esempio III. 

Si debbano trovare le soluzioni in numeri interi dell'equa- 
zione y»— i3ar*=:ioi . 
t ,j É- •Cerco primieramente il numero n tale, che sia n'— 13 di- 

' ^^'^ , visibile per loi ; trovo n=35, e questo è il solo"^ valore soddis&- 

y^e i$4dtifé tsiente di n , che sia < — ^ . Faccio perciò y=35x— loiis ^ ed ot- 
^i « • /i" ♦engo r equazione 



-n € 



I 
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Siccome ^ è positiva, convieu convertire in frazione continua 

la quantità m — 3i-J— , la quale perchè riesca positiva bisogna 

12 

prender sempre il segno superiore di 35, e Tuno o l'altro segno 
di |/i3. Prendo in primo luogo p/i 3 positivamente, e fò il cal- 
colo seguente : 

n =-35, C =12, X <l!±klii=3, 

ri =36-35=1, a =-l=:iÌ=-i, yl' <Zl!zl!lll=4, 

jJ' =-4^i=-3, C =-2z:iÌ= 4, A" < ^"^^^=1, 

— i 4 

n"^ =4-3=1, C" =i=iÌ=-3, A'^' <Ill^^=i , 

n- =-3h.i=-2, C- =±=i^= 3, A- <_f^=r , 

«^ =3— a=i, C*' = — - — =—4, A'' < L =1 , 

3 —4 

n"' =-4-|.i=-3, C»'^ =ri?=lii=: I , A"^ <— ?11^=6 , 

—4 I 

»''"=6-3=3, C" =-2Z:iÌ=:-4, xyi' <r^^'^ =i , 

n»'"'=-4-K3=- 1 , C"^^^::-^-:: 3 , A'''"<_i:^^ = i , 

„''""=3-i=a , €■-"" = ^~'L- 3 X""<^^^-~^=i , 

o — o 



:r o /^^ — J-:!^ . ,:«: ^ i-H/'^ 



71 =— 5-*-2=— I, C = _,3 = 4» >^ <^ T 

n^' =4-1=3, C^^ =-T^-' > >l^'<=^ 

;.^^^=-6h.3=-3, C^^^=^-= 4, 



^, 



Jri/_„ff ^ ^^^J". 



e qui mi fermo , perchè n '=n:\ e C =C" . Siccome nella 

serie delle quantità C, C, C", ec. si trova C^^=i , T equazio- 
pe proposta sarà risolubile, e per avere i valori dì x e z con- 
Tom. I. • 2.Q 
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verrà cercare lè frazioni convergenti verso la frazione conti* 

a I , |. 3 i3 i6 ao 45 74 

nua 3-*-^^ — , le quaU sono --,— , — ,-^,X. 13. ce. 

i-Hec. 



La sesta di esse corrisponde a C ; dunque avremo :t=74> 
9=123, ed 3^=35.74— '^3. 1^01=267. 

Prendendo adesso |/'i3 col segno negativo io trovo 

n =-36, . C M, A <Ì^ZÌ£lÌ=a, 

la 

n' =24-35=^11, C r=I^iZi!=9,A' <lL±!^=r, 

12 ^ 9 



9 — i 

b'" =-i-a=-3, C" ;r?~'^- 4, A'" <-J±k£l*=i . 

n*" =4-3=1, C^»- =vii:iìc=-3, A"'<i:IZ3±l^=i» 

4 _-3 . 

n-' =-3*1=-», Cr =^3^ 3, A- <_±^=r , 

„"' =3-2=1 , C' =-^=-4, 'l"' <"^-^'^ =i . 

* —4 

—4 Ji 

«'''"=6-3=3, €""^=^=^=-4, >l''"^<=±Ì^=i, 

I t-4 

n''""=-4-i.3=-x , ^""zr-^A? 3,A'-"" < '"*^|^'^ =i, 

■»- _x 4—1 3 y — a— l/i3 

n^ =3-i=a, C' =-=-j— =-3, A^ < "^ "='' 

» = — 3-i-a=— I , C =^ ___j — . 4, '* < 7 — » 

x//_. ._«9 pXJJ _ 9-'^ ^ ^xjj ^-3-i/i3 _^ . ' 

r 4 -^i 

„^"^=-6*3=-3,C^"'=^= 4. 
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è qui mi arresto, perchè n^^^^iszn"\ e C^^^^=C"\ E poiché 

C^^^ni , avremo un* altra soluzione della proposta, e la settima 
delle frazioni convergenti verso la frazione continua 

2-1- --i- , cioè -^ , che corrisponde a C » ci darà 



I-f- 



a:=:34, «=i3, e(l3c=35.34^i3.iòi=— laà. 

I valori che abbiamo trovati per x e z sono i più piccoli 
che risolvano Tequazionè ia^*—*70a;zH^ioi«"=:i; ma vi sono 
infiniti altri valori che egualmente la risolvono. Questi si tro- 
veranno successivamente, se si continueranno le serie delle 
quantità C, O ec. X9 ^', ec. ottenute nell'uno e nell'altro ca- 
so; perchè nella prima serie ritornerà contìnuamente un termi* 
ne eguale all'unità, il quale ci darà sempre delle nuove solu- 
zioni . Si possono ancora trovare delle formule generali , che 
comprendano tutti questi infiniti valori di j; e ài z , La ricerca 
di tali formule ci condurrebbe troppo in lungo: chi le desidera, 
potrà trovarle nelle Memorie di Berlino dell'anno 1767, e 1768 , 
e nel secondo Tomo degli Elementi d* Algehra del Sig. Éuler; 
ai quali libri per brevità riniandiamo i nostri leggitori , che de- 
siderano lina più ampia istruzione su ciòcche riguarda i proble** 
ìaì indeterminati . 

CAPITOLO VII. 

Delle linee curve in generale . 

83. 

Siccome lina retta indefinita RS (Fig.»^) comprende in sequa« 
lunque valore determinato, essa potrà rappresentare una varia- 
bile X . Preso il punto A per principio della retta , la porzione 
determinata AP esprimerà un valore determinato di xt cosi il 
punto P cadendo in A, la distanza AP darà il valore di a?=so; 
crescendo poi AP rappresenterà tutti i valori determinati di x» 
Queste distanze u^P si sogliono chiamare ascisse ^ e siccome la 
retta RS si estende da una parte e dall'altra del punto A , così 
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da ambe le parti si potranno prendere le ascisse j4P . Ma se pon- 
ghiamo i valori positivi alla destra del punto Ay le ascisse Ap^ 
prese dalla parte sinistra esprimeranno i valori negativi . Infatti 
se, chiamando JRAiHui, prendiamo il punto R per principio dei 
valori di una naova variabile x' ^ è chiaro che otterremo il me- 
desimo punto P della, retta, o ponendo ar'=:a-i-a?, se è data 
oc^iAP , o jrrix'— a, se è data x^zizRP . Ma se x' è positiva e <a, 
il valore di x sarà negativo , e siccome P estremità /?' dell'ascis- 
sa Bp^ cadrà in tal caso alla sinistra del punto A, così il valore 
negativo di x dovrà prendersi dalla parte sinistra del punto A , 
E del tutto arbitrario il prendere una parte o T altra per i valo- 
ri positivi, ma fissata questa una volta, i valori negativi saran- 
no contenuti nella parte opposta. 

. Vediamo adesso , come si possa esprimere geometricamente 
qualunque funzione della variabile x. Sia y questa funzione di 
X , e siccome per qualunque dato valore di x la funzione y acqui- 
sta un valore determinato, presa (Fig. 8) la retta RS per rappre- 
sentare i Valori di or, a qualunque ascissa determinata AP si 
applichi in P perpendicolarmente la retta PM eguale al valore 
corrispondente di j, e se egli è positivo si prenda PM sopra la 
retta RS, se è negativo si prenda PM al di sotto . La figura rap- 
presenta una funzione tale di x , che posta xzizo , il valore di y 
è positivo ed zzAB; posta xzzlAP, diventa jzrPiMT, se xzzADy 
è y=o, e 3e xzzAP ,\ai funzione y acquista un valore negativo > 
onde l'applicata P'M' cade al disotto della retta itS. Similmen- 
te per i valori negativi di x^ all'ascissa AP" corrisponde l'ap- 
plicata P"M" positiva, ad xzZ'^AE corrisponde y=:o , all' ascis- 
sa AP'" corrisponde l'applicata negativa P''M"\ 

Se tutti i valori di y , che convengono ai valori di :r , si 
esprimeranno in questa maniera per mezzo delle applicate PM, 
r estremità di queste applicate presenteranno una linea o retta 
o curva, la natura della quale dipènderà dalla funzione j. E 
questa curva si conoscerà perfettamente , perchè tutti i di lei 
punti son determinati dalla funzione yi infatti seda ciascua 
punto della curva si tira una perpendicolare alla retta RS\ si 
conoscerà il valore di :r, e quindi l'applicata corrispondente. 
Come le funzioni si richiamano alle linee cif rve , così viceversa 
le curve si riducono alle fuuzio9Ì . Poiché la natura di una cur- 
va è espressa da una data funzione di xr^ la qual funzione dà \x. 
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longhezza delle perpendicolari PM, mentre le distanze AP so** 
no rappresentate daUa variabile x . Convien qui fare attenzione 
ad alcuni nomi che sono in uso: la retta É.S ^ nella quale si 
prendono i valori di x^ si chiama Y usse della curva , Ài punto A^ 
dal quale incominciano i valori di j;, si chiama il princìpio o 
y origine delle ascisse, le perpendicolari. Pilf eguali ai valori 
della funzione y si chiamano le applicate o le ohlinate, le qua- 
li si dicono ortogonali, o rettangole ^ se sono perpendicolari alle 
ascisse y come le abbiamo fin qui supposte. Ma può accadere , 
che esse formino un angolo obliquo con l'asse, nel qual caso si 
dicono obliquangole. Finalmente le ascisse e le ordinate insieme 
consideratesi dicono le coordinate della curva , o siano ortogo^ 
nali o obliquangole:* ma si devono reputar sempre ortogonali^ 
se il contrario espressamente non si avverte * 

84. 

Essendo y una funzione di :r^ sarà data una equazione tra 
y ed Xy la quale si dice che esprime la natura della curva, ed i 
varj generi delle curve si dovranno ripetere dalla diversità del-^ 
le loro equazioni . Pirimieramente adunque, come le funzioni^ 
così le curve si divideranno in algebraiche e trascendenti , secon«» 
do che la loro equazione sarà algebraica o trascendente : le cur^ 
ve algebraiche si chiamano ancora geometriche^ e meccaniche le 
trascendenti . Ma ciò che specialmente importa per la cognizio* 
ne delle curve , si è T osservare se j è una funzione uniforme ó 
molti/òrme della variabile x^ cioè se a ciascun valore di x corri-* 
spendono uno o più valori di y. Sia y primieramente una fun- 
zione uniforme di a? , e siccome dando qualunque valore ad x 
abbiamo un solo valore per y , la curva sarà tale , che da qua- 
lunque punto dell' asse tirata una perpendicolare PM taglierà 
s^pre la curva in un solo punto ikf. E siccome Tasse sr esten- 
de da ambe le parti all'infinito, la curva ancora scorrerà da unÀ 
parte e dall'altra all'infinito, ed accompagnerà Tasse con Un 
tratto continuo, il quale è espresso dalla Fig. 8.^ 

Sia y una funzione biforme di x, cioè sia j*=ajPy-Q, essen- 
do P e Q funzioni uniformi di a;. Avremo y^Pdt^{P* — Q)^ 
ed a ciascuna ascissa x corrisponderanno due valori dell^ppli- 
Catajii quali saranno reali o immaginarj, secondo che sarà 
^^>Q> ^ ^^<Q* Nel primo caso (.Fig.9) all'ascissa AP corri- 
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sponderani^o ine applicate reali PMyPM'*tìél stcQnào V àscU'é 
sa Ap non avrà alcuna applicata. Ma dall' esset P*>Q non po- 
trà divenire P^<Q, se prima non si abbia il caso di P^znQ i 
quindi ove cessano le applicate reali, come in C ed in G, sarà 
/yrrPrto, o sia le due applicate diventeranno eguali , è la curva 
volgerà indietro il suo corso . La curva adunque può èssere la 

Ìuesto caso composta di parti tra loro disunite MBDB^M' , 
'M"HM"\ le quali però prese insieme costituiscono una sola 
curva continua. . ^ ^ 

Sia r una funzione triforme di x. cioè sia deteripinata dal» 
la equazione j'-ftP^y-^-f-QyHfilfczro. Avrà in questo caso y tre 
"Calori y i quali o saranno tutti reali , o uno reale e gli «itri im* 
maginarj . Quindi tutte le applicate taglieranno la curva o ih 
tre punti « o in un solo, fuorché dove più punti d'interse^onè- 
si riuniscono insieme ; ma siccome y ha sicuramente un valore 
reale, la curva si estenderà all'infinito da ambe le parti . O sa- 
rà dunque composta di un sólo tratto continuo, come nella! 
Fig. IO.*, o di più parti tj» loro staccate, come nella Fig, n.*, 
le quali tutte compongono la curva data- 

Sia y una funzione quadriforme, cioè 1* equazione della 
curva sia y*-4-Py*-*-(^3r*-+-jRy-i-5=:o, ed. a ciascun valore di j? • 
corrisponderanno quattro valori reali di y, o due, o nessuno. 
Quindi 1» ordinate incontreranno la curva o in quattro punti , 
o in due, 6 in nessuno, i quali casi sono tutti espressi dallal 
Fig. 12.' 

Onde in generale apparisce j che sé nella eqtiazione dellst 
curva y è elevata alla potenza », il numero delle ordinate reali 
sarà o w, o n — 2 , o n^^\, o n-^6 , ec. Sé dunque rt è un numero 
dispari, la curva avrà per lo meno un rèmo che scorre all'infi- 
nito, e se dalla medesima parte più rami vanno all'infinito, il 
loro numero sarà sempre dispari: ma se né pari, il numero dei 
rami infiniti sarà pari. Se poi si contano tutti i rami, che da 
una parte e dall'altra scorrono all'infinito, il loro numero sarà 
pari , comunque sia n o pari o dispari • 
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CAPITOLO Vili. 

Della permutazione delle coordinate , e dei diversi ordini 

delle curve . 

85, 

Oiccome la posizione dell'asse, e l' origine delle ascisse dipen« 
dono dal nostro arbitrio , la medesima curva mutate le coordi- 
nate potrà rappresentarsi da infinite differenti equazioni. Ma 
se sarà 4*ta l'equazione della curva per un dato asse, se ne po- 
trà facilmente dedurre l'equazione della medesima per un altro 
asse qualunque, Sia qualsivoglia curva (Fig. l5) riferita all'as- 
se MS , e sia data l'equazione della medesima tra le coordinate 
APz^zx y ePMzzy, e si voglia l'equazione della curva per un al- 
tro asse rs ^ ove T origine delle ascisse sia in D, tra le coordina* 
te DQzu^ e QM=zu, Si tiri DG perpendicolare, e DO paralle- 
la ali' asse RS , e siccome il nuovo asse rs è dato dì posizione^ 
ai conoscerà l'angolo ODs^ di cui si chiami il seno m, ed il co- 
seno n ,co8Ì che sia^w^-H-w^zzi ; inoltre sia AGz^ui , DG^zdb . Tirate 
le rette Ojp, Oq perpendicolari alle nuove coordinate DQ^QM^ 
sarà Op:^rn{x'-k,^) , i5/?s=7j(a:Hra), OqB^m{y^¥Ì) , Mqzzn{y'^b); onde 
/=J3/7«i-»Oj^=zfl(^-»-a)-*/w(y-4-A) , M=:My-*-0/?r:/?2(ar^-a)-4-«(j-hi) . 
Quindi si deauce i»«-i-»/=:(;»*-Hn2)(a7-*-fl), ed 
WM— wfc=(OT«-4-«a)(jH-è) , cioè xzzmu^¥'n^^^a , yzznu-^mt'^ ; i 
quali valori sostituiti nella equazione data ci somministreranno 
l'equazione della curva riferita all'asse rs.. 

Poste le medesime denominazioni , se vorremo adesso che 
UUÉ^ nuova applicata TAf formi con l'ascissa DT un angolo da- 
to <^ di' cui sia il seno n/»' , il coserio z:zn' , chiamando DT r, e 

TM z avremo r—^rr ~=sen. MTQrz/n' onde wzzmJzy e 

MT z ^ 

j^^ri — 'Zzn' y cioè t:zzr'-^n'z , Sostituendo adunque questi va- 
lori diì u e dì t avremo a7=;ir-r-(n/i— 7w/»')z— a, ed 
3CZ— -mrH-(w'/i-f-/»n')«— J , Se ponghiamo nella equazione data 
questi valori di a? e di y , avremo l'equazione generale della cur- 
va riferita a qualunque asse con qualsivoglia inclinazione delle 
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coordinate, la quale comprenderà tutte l'equazioni particolari 
della medesima curva. Si psservi, che essendo nei valori di x e 
di y una sola la dimensione di r edi 2;, in qualunque modo tra- 
sformiamo r equazione della curva mutando le coordinate, essa 
rimarrà sempre del medesimo ordine. 

86. 

Ahbiamo divise le curve in algebraiche e trascendenti ; 
ma in tanta copia di curve algebraiche è necessaria una ulterio- 
re divisione. Nel distinguere le diverse specie dobbiamo por 
mente a qualche carattere, il quale non vari mai nella isteasa 
curva, né possa in vigor di esso una medesima curva apparte- 
nere a differenti specie • Abbiamo osservato di sopra, che una 
curva riferita a qualunque asse mantiene sempre la sua equa- 
zione del medesimo ordine. Quindi dall'ordine dell'equazione 
delle curve possiamo ripetere la loro distribuzione in- classi . Se 
dunque nella equazione di una linea la massima dimensione 
delle variabili ^ ed y è l'unità, diremo questa linea essere del 
primo ordine; se le variabili avranno due dimensioni, la linea 
sarà del second' ordine, e cosi in seguito . 

L'equazione generale delle linee del prim' ordine sarà per- 
tanto a jH-ia?— cno , ove le quantità costanti a, i, e, possono 
essere e positive e negative . In quest'ordine non è compresa al- 
cuna curva , ma l'equazione appartiene sempre ad una linea 
Tetta, che si può costruire così. Si prenda (Fig. i4) la retta RS 
per asse, e il punto A sia l'origine delle ascisse, e siccome fa- 

cendo yzzo abbiamo xzn ^^ prendiamo AD'zz -7- , e la retta pas- 

sera pel punto 17. Similmente facendo 07=0 abbiamo y:=— -on- 

de al punto A corrisponde l'ordinata AEzn— . Per i punti D ed 

JE si faccia passare la retta LU y e questa sarà la linea rappre- 
sentata, dall' equazione data . Perchè prendendo qualunque ascis- 
sa APznXy a cui corrisponda l'applicata PM:zzy avremo sempre 

PM : PDzzAE : AD , cioè y : -| — ;r=— • T» ® moltiplicane 

do gli estremi <ed i medj termini di questa proporzione 

y-pz— , sia fl5 j-f-ia>^c*70 , che e l'istessa equazione prq^ 

posta, ^ 
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Se Jrzo, sarà -^Zfcr— =00; onde la retta LiU non incon* 

o 

trerà mai l'asse, cioè gli sarà parallela. Se poi a:=o , allora sarà 
AE:^ 00 , e la retta hV sarà parallela alla retta AE , o sia per- 
pendicolare all'asse. Finalmente se c=:o, sarà AJOzzo^ AEzzio^ 
onde la retta LL' passerà pel punto A . Per trovare un altro 
punto supponghiamo arrzia, ed avremo ay^^abzzo, cioè yrzi-^b . 
Quindi presa l'ascissa ACzza, e l'ordinata CFzzb dalla parte in- 
feriore, perchè il valore di CF:izy è negativo, la retta cercata 
passerà per i punti A, ed F. Questi tre casi soiio espressi nella 
Fig. i5.» 

L'equazione generale dalle linee del < seeond' ordine sarà 
^ry*-+-Ayx-*-ca?"-w/j-f-«a7-f;^o . Le linee curve contenute ia 
quest'ordine sono le piCi semplici di tutte, perchè il prim'ordi- 
ne non contiene alcuna curva. Le costanti a,^, e, ec. si pos- 
sono determinare in modo, che quella equazione rappresenti 
tutte le diverse curve, che volgarmente si chiamano le Sezioni 
Coniche^ come tra poco vedremo. Similmente l'equazione del- 
le linee del terz' ordine sarà aj'-f-iy^^H-cj^^-w/aj'H-ej^-H/òry 
-H-ga7*-*-Aj-*-ia7-+-A=o, e cosi in seguito. 

Data dunque l'equazione di una curva, dalla massima di- 
mensione delle variabili si potrà subito, giudicare, a quaFordi* 
ne la curva appartenga. Ove conviene osservare, che, se l'e- 
quazione coaliene radicali o frazioni , prima di giudicare delibo r- 
ilìne della curva bisogna ridurre l'equazione ad una forma in* 
tera. Cosi l'equazione y^zzxi/^(a^'^x^) essendo del quarto ordi- 
ne, se si libera dai radicali, ci darà una curva del quarto ordi- 

ne : parimente la curva espressa dalla equazione y«zz 

sarà del quart'ordine. 

Determinato l'ordine della curva, per ben conoscerla biso» 
gna ohe sia dato ancora l'angolo formato dalle coordinate, poi- 
ché la medesima equazione appartiene a diverse curve, secondo 
che le coordinate sono ortogonali o obliquangole • Così l' equa- 
zione y^zza^'^x^ appartiene al circolo, se le coordinate sono 
ortogonali, 9l1V ellisse ^ se sono obliquangole. 

Finalmente conviene osservare, se l'equazione della cur- 
va è risolubile in fattori razionali, perche se comprenderà due 
O più di tali fattori, sarà composta di due o più equazioni, c\\X' 

Tom. /. ag 
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ecuna delle quali daià una curva particolare. Coteste equazioni 
moltiplicate insieme danno 1' equazione proposta , e siccome 
questa operazione può dipendere dal nostro arbìtrio, così dob- 
biamo reputale, che l'equazione data non esprima in tal caso 
*una sola curva continua, ma una curva composta di più curve 
continue, che chiameremo complessa. Cosi l'equazione 
j*— aj— ^j-4raj;rzo, quantunque sembri essere di una linea del 
second* ordine, pure potendosi mettere sotto la fdrroa 
(j— jc)(j— é7)rro, contiene le due equazioni j— :rz=o, j— asro , 
ciascuna delle quali rappresenta una linea retta. 

CAPJTaLO IX. 

I)elh linee del second^ ordinei • 

X er conoscere le varie specie di curve, che son comprese nella 
equazione generale delle linee del second' ordine 

ponghiancio yz:::z^^ "^ ■ ■ , ed ordinando i termini ìavrema 



—4^/ „_ !ibd^4ae ^ i*— 4< 



Onde se facciamo Azz^ ^^^ Bz^ ■ , J — , Cz x^ ■■ , — , 1 e* 

quazione delle linee del second*ordine diventerà 

Ora è chiaro, che la diversità delle linee contenute in questa 
equyzione dovrà ripetersi dai coefficienti A , B ,e C Ma dalla 
loro diversa quantità non può arguirsi la difFerenza delle curve, 
poiché l'equazione esprimerà sempre la medesima curva, allor- 
ché permutate le coordinate le quantità A ^ B^ e C diventreran- 
no maggiori o minori . Rimane dunque a ricercare la differen- 
za delre curve ne'diversi segni delle quantità A , B y e <?. Ma 
cangiata l'origine delle ascisse la quantità A può mutare il se- 
gno, e B diventa negativa se si pone — x in luogo di or, quan«* 
tunque nell'uno e nell'altro caso la curva jimahga la raedesi- 
ixia; qualunque permutazione poi non induce alcuna variazione 
nel segno del coefficiente C: quindi dal segno di questo coeQì» 
ciente dovrà ripetersi la diversità 4^11e curve , 



^' " 



D* ALGEBRA P. IL 1127 

Sia primieramente C una quantità positiva , e posta xzz 99 
la quantità A-^Bx-^Cx^ avrà un valore positivo; onde z avrà 
due valori reali corrispondenti all'atcisda j?:=od. Similaiente, 
posta :r:r>-> 00, z ottiene due valori reali corriapondénti airascis- 
«a oTz:— co . Quindi , essendo C positiva, la curva ha quattro ra- 
mi, che scorrono all' infinito, e si chiama Iperbola. 

Sia C negativa, e posto tanto j:=: 00, che arzs-i- 00 , la quan- 
tità A^-^Bx^^Cx^ sarà negativa, ed i valori di z immaginar]. La 
curva adunque non ha alcun ramo infinito, ma è tutta conte* 
nuta in uno spazio finito» Questa specie di linee del second'or* 
dine si chiama Ellisse^ 

Se C svanisce , ne nadce la terza specie di curve, che hanno 
il nome di Parabole^ e la natura di queste curve è espressa dal- 
la equazione z^z^A-^Bx. Ponendovi xzrzoo la quantità A-ì'Bx 
è positi va', e z ha due valori reali , e perciò la Parabola ha due 
rami infiniti . Né può averne più di due , perchè posta 0?!=— 00, 
41 valore di z diventa immaginano. Abbiamo supposto ^positi- 
va, ma niente importa se sarà negativa, perchè posto nella equa- 
ziomo^'^-'X in luogo di x la curva non si cangia • 

Abbiamo pertanto tre diverse specie di linee del second'or- 
dine, l'Ellisse, la F^arabola, e l'Iperbola, e la loro diversità di- 
pende dal numero de' rami infiniti; perchè l'Ellisse non ha al- 
cun ramo infinito, la Parabola ne ha due, e l'Iperbola quattro » 
Vediamo adesso quando l'equazione generale presenta ciascuna 
di queste specie. Primieramente la curva sarà una Ellisse, se C 

è <o, ma G=r— ^~ — ; dunque l' equazióne generale darà una 

JEllisse quando /^c'>^b^ , cioè quando la quantità ay^^^iyx-^cx^ 
{che contiene tutti i termini, ne' quali le variabili formano due 
dimensioni) avrà i fattori immaginar] . La curva sarà una Iper-^ 
boia, quando C^o, cioè &^>4^c, o sia quando la quantità 
ay'^'JhbyX'Mix^ si potrà risolvere in fattori reali disuguali . Fi- 
nalmente la curva sarà una. Parabola, se C=:o, o sia b'^z±J^aCf 
cioè 86 la quantità ay^-^yx-^-cx^ avrà due fattori eguali . 

88. 

Passiamo a trattare in particolare di ciascuna di queste li- 
tieè, ed in primo, luogo parliamo dell'Ellisse. La di lei equazio-* 

B 
ne è y*-:izA'^Bx'^~Ox^ , o sìa posto jc-ìh-^, in luogo di a?, 
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y^zzA^Cx^ , ove A e C sono quantità positive.. Siano ortojto- 
nali le coordinate, e presa la retta AB per asse (Fig. i6) siaC 
il principio jjelle ascisse . Se facciamo xzno^ abbianìo due valori 
reali di j, cioè y : i i±\ /A, ì quali sono tra loro eguali in quan- 
tità, tna uno è positivo e Faltro è negativo. Tirata dunque pej 
punto C perpendicolarmente all'asse la retta DE si prenda 
ClhiCEz^/A , e la curva passerà per i punti D ed E * Facen- 
do adesso y-zzo avremo due valori di x, cioè xzz±\/- 
de prese sull'asse da una parte e dall'altra le rette 
CAzzCBzziy/^ j^ , i due punti A e B apparterranno alla cur- 
va. Per gli altri valori CP dell'ascissa ir l'ordinata, y avrà due 
valori eguali PM, PM\ i quali saranno reali ,3e^ CP<C45 i^^* 
xnaginàrj se CP^CA^ come apparisce dalla equazione. E sicco-» 
me posto —0? in luogo di, a: il valore di y rimane lo stesso^ F el- 
lisse avrà quattro parti simili ed eguali tra loro AE ^ BE , BD^ 
AD . Le rette AB^ DE si chiamano gli assi dell'ellisse, e la 
maggiore AB l'asse maggiore, la minore DJS l'asse minore » 

Facciamo l'asse ABzzza^ e DEzzih; sarà a^-ri-p ^b^zzA ^ 

onde Ctz~zz—. Sostituiti questi valori l'equazione dell'el- 
ea 
lisse diventerà j"=£»——:ra , dok a^y^zzb^{a^~^x^\\ e sicco- 

me a*-^:^2rr(a-+-a7)(^^— re), sarà y'* : {arrx){a'¥'x)zzh^ : a^ , '*cioè 
starà sempre il quadrato di qualunque ordinata PM al rettan- 
golo di AP in BP nella ragione costante di b^\a^ , che è la 
proprietà principale dell'Ellisse. Se azzh ^ cioè $e i due assi so-*- 
no eguali, allora l'equazione y^rra*— a:» appartiene al^cireolo , 
di cui il centro è C, ed il. diàmetro ABzzfia\ ihfatti in questo 

caso x^^y^zz.CF'^'^PM^zzCM^zza^ , cioè tutte le rette tirate 
dal centro alla periferia sono eguali, che è la proprietà essen- 
ziale del circolo: il cerchio adunque è una specie di ellisse* 

Essendo y^zz -, se facciamo x^zza^ — b^ , sarà 

'^ a^. .■ 

y^zz — , cioè y:z:ifc:— --. Se dunque prendiamo le ascisse CF, Cf 
eguali a {/^(a^— Ja)^ le .ordinate GC, gg' saranno ciascuna 
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= ~, cioè sarà AC : CDzzCD :FG,tà AC : ClhzCD :/g . 

I punti F,/ determinati in tal modo hanno molte belle pro^ 
prietà , e perciò hanno meritato un nome particolare; si chiama^ 
no cioè i fuochi dell'ellisse, l'ordinata FG il mezzo paràmetro ^ 
e tutta la G& ì\ parametro della ellisse. Da qualunque punto 
M preso nel perimetro dell'ellisse si tirino ai fuocnf le rette 

MP, Mf, e sarà !m«=l^»H-.?]?a=£[p^{rt^ — —^ 

=««— aj?|/(^a— ia)H •; — x^zz{a^gc\Ll 1\ , ed 

FMzzgi^x^^^ "T../ . In simil guisa troverassi 

a 

fM^rza^TT^^ — — : 5 onde FM^fM^zzisia . Se dunque dai fuo^ 

a 

chi a quj^lunqùe. punto M dell'ellisse si conducano le rette 

FMffW^ìgi loi-o somma è zzABzz all'asse maggiore. 

'i^inora abbiamo supposte le coordinate ortogonali » Gerchia<* 



\/jfi soriu 1 aiiguiu i>«^ir^ , ui cui Ji seno sia. m cu ti uusciiu n , e 

si chiami CQ ty e QM u, e condotta l'applicata rettangola PM 

sarà ^^issen.CQilf , g~ ireos. CQAf, cioè =^=:w,- ^=r/i , e 

quindi yrrx^z/ , ed xcrJt'^rm. Sostituiti questi valori nell'equa- 
zione fl'y»:ci'(a«— ^») avremo l'equazione 

%h^n flfl^s— /yi»/s 

l^a.— ...■ I * fi^ , - . ^>~tSO» 

la quale ci dà due valori di m, cioè QM, e — Qifcf', óve questo 
si prende negativo, perché. cade dall'altra parte dell'asse . Ora 
in ogni equazione essendo il prodotto delle radici eguale airul- 

timo termine, avremo QMxQM^zz — ! .— L-rr— -^-^^— : . 

onde QMxQM* : AQXBQpdb^ : a^m*^*n^ . Similmente 
qmYqm^ i Aqy(fiq'=b^ \ a^m^-^b^n^; perciò, ovunque si prenda 
il punto Q, i rettangoli QMyjQM\ AQxBQ staranno nella ra- 
gione costante di A*:o*w*-#-**n* : ese la retta OT parali eia alle 
ordinate toccheràla curva in O, nel qual caso QMtQM* sono 
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eguali ad OT-, sarà OT^ : ATxBT=b» :a*m*^i»n» . 

La somma delle radici di una equaziot^e è eguale al coeffi-» 
ciente del secondo termine col segno mutato ; quindi 

MQr-M'Qp: ^ ^ ta —= ^ ^ u. .X CQ . Parimente 
mq-^^qzx ^ \^^ a^ ^y , e se la retta OT parallela alle ordi-* 

nate tocca la curva nel punto O, sarà 207!=-— ^ — — X*T, 

onde 20T:MQ'^M'Q=:CT:CQ. Quindi, se dal punto O si ti- 
ra al ceiitro la retta OC^ questa divide in nìezzo in R tutte le 
applicate MM' parallele alla tangente OT: poiché 
uOT: nQRzzCTi CQ, e perciò hQRzzlMQ^M'O, cioè 
MQ'-'QRzzM'Q'^R, ed MRzzM'R. La retta CO per questa 
sua proprietà si chiama diametro, e la retta CIV tirata pel cen- 
tro' C parallelamente ad OT , che ha le medesime proprietà per 
le sue applicate, si chiama il di lei diametro conjugata. Infiniti* 
pertanto sono i diametri dell' Ellisse, perchè ogni retta, che pas^ 
sa per il bentro , è un diametro. 

Sia dunque FG (Fig. i8) un diametro, ch^ taglia in mezzo 
tutte le sue applicate MM\ ed IH il di lei diametro conjuga- 
to, e posta Clùr!r, RM::zs tMsferiamo l'equazione deirElUss© 
alle coordinate CR , ed RM. Sarà primieramente 

O/tti^ ^ ' -" Zz ' — 7 , dipoi chiamando p il seno del? 

angolo CRQ avremo CR : CQzzsen.CQRisen.CRQ, cioè 

r : tzzm : p ,e tzz^ . Sarà altresì -- — - — r-----*-5t=M , o aia 

_ • ■ « 

— ^^ -+-5, i quali valóri di t e di u sostituiti nella 



m(a»m*^^»n'} 
equazione precedente ci daranno la nuova equazione 

Se adesso facciamo prima 5=ro, poi rzzo, troveremo il sernidia- 
"*^etro QjFrr^^^ ^ "*" — — -, ed il semidiametro conjugato 

P ^ X 

CH= ^^ ., e quindi CFXCific^^i^!^^, la 
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quaFequaBione ci avverte, che di tutti i rettangoli formati da 
due diametri conjugati quello degli assi è il più piccolo . Chia- 
miamo CFc, CHd, e l'equazione precedente diventerà 

, c^5»=rfa(c* — ^r»), che è affatto simile a quella trovata per Tasse 
AB-, ond€ quelle medesime proprietà, che convengono alle cooj> 
dinate dell'asse, competeranno ancora alle coordinate di un dia- 
metro qualunque, e perciò sarà primieramente RM^ : FRyjQR 
nella ragion^ costante. di e/'* : e* , di poi condotte le rette qua- 
lurf^u^ SSè-.-TT, ec, saranno i rettangoli SVxVS' , FV^VG , 
Tf^VJT'l ec. in ragion costante tra loro, ovunque si prenda il 

'^umtoi^, purché le r*-tte SS\, TT , ec. si mantengano tra loro 
respetti vamente parallele. 

Vediamo adesso, come dall'angolo CQM, che ha m per se- 
no , ed n per coseno dipendano gli angoli ACF , ICF. Dal cenr 
tro C (Fig. 19) tirata 05 |)erpendicolaré alla retta MM' avremo 

■^i=;tang.Ci?5z=:tang./CF; ma CSzzmXCQ^ 
IlS=QS^QR:=:nXCQ-^QR : dunque tabg./CF=: '^^^^ 



mt 






nXCQ^QR 

nt^^R'^n(a^m2^b^n^^b^)'^ mn{a^-^b^ ' ^ motivo di 
m^-^n'^zizi . Avendo adunque supposto sea.ICFzzp , avremo 

tSLDg.ICFzz ^ 



onde si deduce 



CJT^IZ '" — : 'Z2 • ■ ' ^^ — 



lindi 



p^ 



-Zia'^'^^r^ 






-ò^n^ 



ma 



"'*" =zCÌ 



perciò CF^^Cl^zza^-^J?^ , cioè i quadrati di due diametri co- 
njugati sono eguali ai quadrati degli* assi. 

Condotta dal punto R la retta RT perpendicolare all' asse 

CT-CQ^nxQR-t-^nxQR=a^' 

di si ricava la maniera di tirare la tangente a qualunque punto 
J^ dell' Ellisse. Sia FO questa tangente, che incontri Tasse in 
(2j e sarà FO parallela alU ordinata MM' , e perciò la tangen- 



Quin- 



i~ 



K 
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te ^delP angolo -^OF sarà =~ . Tirando FP perpendicolare 

ali asse avremo — =:-Tj7r=~, e quindi tang.-4CF=r=^=r— ;• 

n PO tO ^ ^ X a^y \ 

e PChn^rt — = • Sarà dunque C(7=a?-f- =z — .cioè^ 

ar : <»=« : CO, o sia CP : C^zrC^ : CO . 

Tirando dai fuochi F,/(Fig.ao) le rette FM,fM_ ad uà 
punto qualunque M delia curva, avremo 

jrM="'-^^'"-^'>, ed/itf-^'^^(^'-^')I dunque 

fO.FMzza : x7=fO:fM . Ora sta FO:FM=Beu,FMO:%en.FOM, ' 
f0.fM-=z%^x\ fMO\^^x\.FOM \ perciò seii.FMO=sen/MO ^ e 
r angolo FMChz ali* angolo /Mo. 

Se./?, e y 8i»no due qualunque semidiametri conjugati » ed 
s l'angolo che formano al cenj:ro , avremo pqsen.szzxiò , e 
/>a,4-yar:a^-t-è* , per mezs» delle quali equazioni dati gli as^i e 
l'angolo 5 si troveranno i semidiametri/?, e y, o pure dati gli 
assi ed il rapporto de* semidiametri si troverà l'angolo ^ . Così, 

,.se p e q dovranno essere eguali tra loro, avremo seh.iz: — , e 

h "^ 

<;/7*rra3-4.i» , cioè sen.^rr —^ . Sarà dunque l'angolo s egua- 
le all'angolo DBE , cioè i semidiametri CM, CN saranno pa-. 
talleli alle eorde BE^ ED , e saranno ciascuno zzvi? *** / \ 

inoltre sarà CP^zJ^ , e PMzzz^^^r- • L' equazione dell* Ellisse 

,/a' I/a ^ 

riferita a questi semidiametri eguali avrà la forma y*=a*-^a:« , 
cioè sarà l'equazione medesima del cerchio tra Iecoe;rdinate or<< 
togonali . ' ^ 

Se le ascisse , invece d'ìnedttnnciare dal centro C , hanno 
la loro origine nel punto A, che si chiama il vertice dell'ellis- 
se, posto (Fig. i6) APzzx» PMzzy y Pequazione deirellissé 

piventera r^zz x-^ — a;^ • ove il coemciente e eguale al 
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? parametro. Ponghiatno il semiparametro , o T applicata FG nel 
ùoco ={?, e la distanza AF del fuoco dal vertice =rf, ed avre* 

ino — zzcy a— [/(«=>— Aa)=:fi?, e quindi aa— rf=a-*-|/(a»— i») , 

(2,d^^)d:idb^zzac ,eda=r--j— .Sarà dunquey^rracx— > ,^ . x^, 

la qual' equazione usaf si deve, quando è data la distanza del 
fuofeo dal vertice, ed il semiparametrò . Sempre però convieft 

che sia 2fl^c, perchè ccr, , e h^=\/aczzd\/ -^ — • 

89. 

Se sarà 2idz^Cf avremo y^zraco? , la qual' equazione è per Ift 
parabola, perchè l'equazione precedente y*::zj4^^Bx si cangia 
in questa mutata l'origine delle ascisse. Sia data la. parabola 
MAM' (Fig.ai), e posta APz=zx, PM=y la di lei natura sarà 

espressa dalla equazione y^zzs^cx. Sarà poi AFz^dziz^, ed il se- 



miparametro FGznCf e quindi PM^:=i±FGy^AP • e siccome po- 
sta l'ascissa x infinita le applicate PM y PM' diventano infini- 
te, la curva avrà due rami infiniti AM, AM' , Se si prende 
l'ascissa negativa, l'applicata diventa immaginaria ;'onde al di 
là del punto A non si trova alcuna porzione di curva . 

Siccome l'equazione dell'ellisse si cangia in quella della 
parabola, allorché si pone-^dzzCf è evidente che la parabola è 

una ellisse, di cui il semiasse maggiore «=--7— ^ infinito: on- 

de tutte le proprietà dell'ellisse potranno trasferirsi alla para- 
bola, se si pone a infinita. E primieramente essendo per l'ellis- 
se FMma^ (a— J7)t/(fl^»— &^)„^ __ {a^x){a-^ ) _ a{d^x)'^dx 

a a 'a 

se facciamo a infinita , poiché la quàtitità dx svanisce in para- 
gone dell'infinita a(rf-»-jc), avremo nella parab4)la 

i?7lf — f-JtfizrrfH-ara: — CH-a: , cioè FMzn^P^^AF. Condotta la 
a ià 

tangente MO, è POiz: — -— = nella ellisse, e per- 

Tom, L 3o 

ì 

\ 
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SUiX 



cfò posta a infinita èarà PO=r — :z:akxzz2AP nella parabola. L# 

applicate parallele alla tangente MO saranno divise nel mezzo 
dal diametro , che dal punto M Tà al centro . Ma poictiè il cen^ 
tro della parabola è situato ad una distanza infinita , i diametri 
della parabola incontreranno l'asse ad una distanza infinita, 
cioè saranno tutti tra loro paralleli. Nella medesima maniera 
dalle proprietà della ellisse si potranno dedurre le corrisponden* 
ti proprietà della parabola* 

90. 

Passiamo airiperbola, l'equazione della quale abbiamo^so* 
pra veduto essere y»r=^-f-5x-i-C^*, e mutate le coordinate 
y3=r^-4-C:r*. La quantità C dev'esser sempre positiva , ma là 
quantità A può esser positiva e negativa . Siccome poi ponendo 
X in luogo di j e viceversa si cangia il segno di A y prendiamo A 
negativa , e l'equazione della iperbola sarà y^zzCx^ — A. Facen- 
do j=o abbiamo da questa equazione un doppio valore di x^ 

cioè a=ZH-l>/^'j:^j ed in=--|/-7, onde se prendiamo (Fig.aa) 
il punto C per origine delle ascisse, e la retta AB per asse, e 
pongbiamo ACzzBCzzì/^ jj > ^ punti -4 e B saranno nella iper- 
bola. Qui ancora il punto C si chiama il centro, e la retta AB 
l'asse della iperbola, e se facciamo il semiasse ACzza,eL motivo 

di a^rzr^t l'equazione della iperbola diventerà j*zrCj?*-^G^». 

Quando adunque x è >a, le applicate vanno contìnuamente 
crescendole finalmente diventano infinite; e siccome le ascisse 
sì devono prendere da una parte e dall'altra del centro, l' iper- 
bola avrà quattro rami infiniti , tutti eguali e simili tra loro , 
AI 9 Aiy BKy Bk, Se X è <a, l'applicata è sempre* immagina- 
ria; onde per tutta la lunghezza dell'asse AB non si trova al- 
cuna porzione di curva. Pertanto non ha l' iperbola , come l'el- 
lisse, l'asse conjugato, perchè l'applicata nel centro ^j/— Ca* 
è immaginaria. Ma, per conservare una qualche somiglianza con 
l'ellisse, poughìamo questo semiasse immaginario della iperbola 

rrJ)/— .1 , e sarà b^^::Ca^, e C=: — , onde l'equazione della iper- 
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boia sarà ya=— (a: a— a*); e quindi l'equazione deirelli^sg^ 

cangia in quella della iperbola, ae vi ai pone •— i> in luogo di 
b^. Pertanto le proprietà dell' ellisae si potranno facilmente 
adattare all'iperbola, e primieramente la distanza dei fuochi 
dal centro essendo nell'ellisse z^/^a^-^^); sarà nell'iperbola 
C/==C/z=j/(a»-Hft«) . Quindi 

fM=5^^^i^illìll^Hi, e perciò fM'-FM=2a=AB , che è la 

proprietà principale de' fuochi dell' ìperbola. Similmente come 
per l'ellisse si troverà^ che ogni ietta, la quale passa per il cen- 
tro , è un diametro dell'iperbola, che divide in mezzo tutte le 
sue applicate; e le altre proprietà dell'ellisse con qualche mu« 
tazione, quando vi è implicato l'asse conjugAto, avranno luogo 
anche nella iperbola. Così, condotta la tangente MO^ &Arà an« 

che neir iperbola CP:ACz:zAC:CO, cioè COz:: — , e con un 

X 

raziocinio simile it quello usato di sopra (88) si dimostrerà, ch« 
l'angolo FMO è eguale all' angolo /MO. 

Essendo COzz — , è evidente, che quanto maggiore si pren- 
de l'ascissa CPzzx, tanto minore sarà la distanza CO. Onde se 
or si suppone infinita, sarà CChzo, e la retta, che tocca la cur« 
va ad ttn infinita distanza,' passerà per il centro C^ e come la 

PJÌf xy 

tangente dell'angolo POM èzz-jf^zn ^ ' T ® P^'*^ ^ infinita 

O òtc 

diventa y=r— i/(a?*— a^)=:-— • la retta , che tocca la curva in 

un punto ittfinitaniente distante, forma con l'asse un angolo , 

la di cui tangente è =— . Se adunque nel vertice A (Fìg. ^3) 

si pone perpendicolarmente all'asse ^X?:i:&, la retta CD pro- 
lungata all'infinito non incontra mai la curva, ma la curva 
sempre plùvi si avvicina, fioche poi all'infinito si confonde con 
essa. Lo stesso ai deve dire della parte Ck, la quale finalmente 
si confonde con il ramo JBk , e se si pone AdzzCiV , la retta C4 
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avrà la medesima proprietà riguardo ai rami ^i, BK. Queste 
^Tf fte che non toccano la curva , che ad infinita distanza , sì chia- 
mano Asìntote della medesima curva. Se kzza^ sarà AC=zAD , 
cioè l'angolo ACD semiretto, e l'angolo DCji retto, e in que- 
sto ca«o Tiperbola si dice equilatera» 

Si prolunghi l'applicata MPM'» finché incontri gli asinto- 

ti in m, I»', e sarà PmzzPnJ-zi — , onde MnvzzM'nizzL ^ ^^ , 

a a ^ 

ed i»fm'=zitf'/»=:^2±^, e quindi 

M/;2XMm^=M^/y^yi»i^/?2= ^'''''^^':?: !. = =t^=:jD2 . sì tiri Mr 

a^ 

parallela all'asintoto Cd^ la quale incontri in r l'altro asintoto 

CDy ed avremo MriMmzzCdiDd, cioè 

zb nab 

a 2iab 

— i — dJiL2 i . Qmndi avremo 

iwrXCrzzi sL-ii -i-- o sia tirando a Cd pa- 

Tallela la retta AEzz^Cdzi>^(a^^*), MrXCnzAE^ . Se 



dunque prendiamo sópra uno degli asintoti l'ascissa CQrzu, e 
l'applicata ^Nrzz parallela all'altro asintoto, posta 'CjEJ=^, 
l' equazione dell' iperbola riferita agli asintoti sarà uzzzef . 

Fio qui abbiamo rappresentate le Sezioni Coniche con una 
equazione tra le applicate parallele . Ma vi è un'altra maniera 
per rappresentar le curve, mediante la quale esse si riferiscono 
alle applicate, che partono da un punto fisso , e formano un an- 
golo con una retta data di posizioue , la quale passa pel punto 
fiiso.Se è data una equazione tra quest'angolo, e l'applicata, 
5Ì potranno determinare tutti i punti della curva , poiché ad ogni 
angolo corrisponderà un dato valore dell'applicata, e condotta 
questa, la di lei estremità ci darà un punto della curva . Faccia- 
mo l'applicazione di questa nuova maniera^alle sezioni Coniche, 
e cerchiamo T equazione dell'ellisse tra la retta FMziz^ ch& 
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parte dal fuoco F(Fig. 16), e Tangolo AFM-^u^ che la retta 

Pìd PF 

FM forma coli' asse . Avremo =rrp=zsen.AFM. rT^r^-z— cos.^FM, 

FM FM 

cioè j=z8eD.z^, a;i=(/(aa— 4^)-f.«cos.M, ^ sostituendo questi va- 
lori neir equazione j«=ii*——j73 otterremo 

«^sen.M^=6*— — 1 !«. L—1 1 .^ — z^cos.w» 

£1^ a=» a* 



cioè, a motivo di sen.w^zzi— cos.a* , 

^ *♦ 2Ì^a«l/(aa_4a)co8.M O*— i» ,^' ^ 

«»=: — «, HU; ', . >f»— ^ — «^cos.a* , 

a« a» a» 

ed estraendo la radice quadrata 



Se noi ponghiamo la distanza l/(«* — h^) del centro dal fuoco, 
che si chiama V eccentricità ^ =e, l'equazione dell'ellisse di- 
venterà fl»— c^ 

a-f-ecos.u 
Questa equazione si trasferirà all' iperbola j, se vi porremo 
— i* in luogo di i^ , e diventerà 

zza^ - -' , 

e posta r eccentricità |/^(a»-4-i*)=e , 



a-4*ecos.£^ 
La^nedesima equazione adunque appartiene egualmente all'el- 
lisse ed all'ipeirbola; ma è chiaro che sarà dell' ellisse , se e<a , 
e delP iperbola , se e>a . 

Se sì osserva che ei=j/(a^— &2)=a— rf, ove d esprime la di- 
stanza -41^ del fuoco dal vertice, l'equazione dell'ellisse potrà 
xappresentarsi ancora così ; 



Posto l'asse a infinito, sarà 



zzz > 

I-HCOS.Z/ 



e questa è Tequazione della parabola. 



V- 
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Abbiavio percorse le proprietà principali delle lìnee del 
8econfi' ordine, le quali comunemente si chiamano sezioni voni^ 
che^ perchè nascono dalla sezione fatta nel cono da diversi pia- 
ni . Quello che abbiamo detto y basta per conoscere la natura di 
queste curve: chi desidera di più, consulti gli Autori, che trat* 
tano di esse in particoTare, e specialmente ritrattato deUe Se/* 
zioni Coniche del Sig,. Marchese de P Hospital. 

e A P I T O L O X. 

Vetrami infiniti delle curve. 

A ' ^'* 

Xxbbiamo veduto, che delle lìnee del second' ordine una è tutta 
contenuta in uno spazio finito, un'altra ha due rami infiniti^ 
un'altra finalmente ne ha quattro'. Una maggior varietà si tro<« 
vera nelle linee degli ordini superiori ; onde per ben distinguere 
le differenti curve, che sono in ciascun' ordine comprese, si ren- 
de necessario un metodo atto a conoscere il numero de' rami in- 
-finiti di una curva, di cui è data l'equazione, e la loro direzio- 
'*xie. Sia adunque proposta requazioue di una curva dell'ordine 
n tra le coordinate x cAy^ nella quale il membro supremo , ch« 
contiene cioè i termini della più* alta dimensione /i, sarà della 
forma 

Se facciamo yzzrx ^ l'equazione della curva divisa per x diveu* 
terà 

j/'^Br''--' H^r"-* H-iV 

R R jR'' \ 

-f- — K — H — ' — -f- ec. =ro , 

X x^ oc^ .. 

ove Ry.R\ ec. sono funzioni di r. Posta x infinita svaniranno i 

R R' 
termini — , — , ec, e l'equazione si ridurrà alla seguente 

X i*' 

Ar '^Br -f-Cr .... -^-JVzro , 

dalla quale si dovrà ricavare il valore di r. Ora se questa equa- 
zione avrà tutte le radici immaginarie, nel qual caso saranno 
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immaginar] tutti i fattori del membro supremo, all'ascissa ^ 
fimnitltnon corrisponderà un valore reale dell* applicata j, e la 
curva perciò nan arra alcuo ramo infinito. Ma se un valore di 

r sarà reale ed =::— , al quale corrisponderà il fattore reale 
oj— «&d7 del membro supremo, in tal caso all'ascissa :r infinita 
apparterrà l'applicata reale yzn — , e la curva avrà un ramo in- 
finito . 

Per conoscere l'andamento del ramo infinito di curva , che 
da questo fattore reale ay-^x dipende, ponghiamo l'equazione 
della curva data sotto la forma 

M-HÌIf '^M'VM'"^ ec. =o , 
ove M contiene tutti i termini di n dimensioni, iW quei di n — i 
dimensióni, M" quelli di n — s^ dimensioni, e così in seguito. La 
quantità M ha per fattore ay-^x, cioè è ^ziP^ay^^x); onde la 
precedente equazione può anche disporsi cosi : 

Ora se nel secondo membro di questa equazione ponghiamo —x^ fn^"^^^^ trr^Sì 
in luogo di *y, essa diventerà. 

ove a,^,)^, ec. son quantità costanti, e la curva di quest^ 
equazione ci darà nel caso di x infinita il ou^jifsìmQ valore ^ 

dell'applicata y che l'equazione proposta, cioè la curva di que- 
sta equazione all'infinito si confonderà con la curva data, o sia 
ne sarà l'asintoto. Se nel secondo membro trascuriamo tutti i 
termini fuorché il primo, l'equazione ay— ijr=:a' ci darà l'asin- 
toto rettilineo della curva data. Ma per determinare la direzio- 
ne de' due rami di curva,, che convergono verso questo asintoto 

rettilineo, amnàettiamo anche il termine-^ trascurati gli altri, 

X 

o 

ed avremo V ecfkaLZÌone ay^xzzar^ ^ di una curva, che all'in- 

fiiìito si confonde con la proposta, e nella quale perciò la dìre-> 
zione de' rami infiniti sarà la medesima. Ma se § fosse =o, allo- 
ra si prenderebbe il termine -^-tfascurati i seguenti, e se anche 
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y fosse 3:0 , si ammetterebbe il termine — , e così in seguito : 
in modo che l'equazione della curva, che all'infinito si confo n-^ 
de con la proposta , sarà della forma ay-^xzzoH — — . 

Siano (Fig.a4) APy PMle coordinate a? ed y, e tirando la 
retta AQ, che formi l'angolo PAQy di cui la tangente sia — , 

avremo ^Q=fk>!!±^, PQ=t. , e QMzz'^f.. Seadun- 

a a a ' 

m 

que riferiamola curva alle coordinate AQ^it^e QMzzu^ l'equa- 
zione dell'asintoto rettilineo sarà auzza^ e quindi presa QC=:— , 

e condotta per C la retta LU parallela ad AQ^ sarà questa 
l'asintoto é L'equazione della curva, che più da vicino si acco- 

. sta alla 'proposta, sarà della forma zrt — , posta z=z^— •— , cioè 

prlSrle ascisse BC sull'asintoto LL', ove convien distinguere 
* * * ' due casi, secondo che m è pari o disparì. Sia m un numero di- 
sparì , e siccome posta t negativa .il valore di z diventa negati- 
vo, la curva avrà due carni infiniti, uno li dalla parte delle 
coordinate positive , e l'altro Kk dalla parte delle coordinate 
tiegative . Se poi m è pari , poiché presa t negativa il valore di z 
si mantiene positivo , la curva avrà due rami /i, Oo situati il 
primo dalla parte delle coordinate positive, il secondo dalla par- 
te delle ^negative e delle 55 positive- ? 

Da ogni fattore semplice della quantità M ne nasceranno 
nella curva due rami infiniti, la posizione de' quali si determi- 
nerà come sopra . Ma se la quantità M avesse un fattore doppio 
(ay^bx)^ , il metodo precedente non potrà adoprarsi, perchè an- 
che P conterrà il medesimo fattore ay-^bx , fe* perciò posto 

yzzz — , tutti i termini a,i §^ y , ec. diventeranno infiniti. 

Per vedere, che cosa si^cceda in questo caso , riferiamo la 

curva data alle coordinate ^ ed u, e posta l'equazione di essa 

•V come sopra sotto la forma ilÌH-M'H-M"-*-A?'"-4-ec, =0 , sarà , 
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poiché la quantità M è divisibile per (ay^x)> o sia per u' , 

M'=Bt"-'^B'ut'^^^B"uH''-^^ ec. 

M "=a''~VcW"-^^ ec. 

ec. 
Posta t infinita, l'equazione della curva diventa 

. , ^u^t ^Bt =ao, 

Cloe Au^^Btzzo, la quale appartiene alla parabola; onde 1a 

TaTai^r"' '"^ ""^' ^*^ ^"'^^'"^^^ " -fonderk^no con 

Ciò è vero se B non è zero ; ma se il coefficiente J5 f^ — « 
posta t infinita l'equazione diventerà ^ è _o , 

cioè ^«»H.fi'iM.C=o. Se le radici di questa ecruazionA.»,. 
immaginarie, la curva non avrà alcun^amo infingo c^ffiZ^ 
denteai fattore {ay-bx)' ; ma se quelle radici son reaH 1«T 
va avrà più rami infiniti. Per conoscerne il numero e 'l» •" 
-one. siano primieramente e e ^ le due radi^fSe dLg"::!! 
dz quella equazione, e si ponga u-^^; sostituendo questa 

tr.Td1i ::^^r: q^^ndCa-'si^r^""^ ^'-r- 

xami infiniti, e nell•iste,s7lt^reJ"o^qu7du^:he'co'^'' 
petono al fattorie ^. Se le due radici e e Jsono eg^ Z" 

ghiamo u-c=j, e sostituendo quefto valore nella equazione. 

e trascurando i termini più piccoli in paragone de'più grandi! 

nel caso di «infinita avremo ~^-i£_^^_ ■ 

^ak k-^m V"^^ ' per mezzo del- 

ai 



ì 

i 



m 
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Sìa primieramente n:zz2,my e se nell'equazione 

I^ Af B 

— T— » — T 1 =0 paragoniamo due qualunque termini tra 

t^ t t 

loro, troveremo sempre h^m, e l'equazione diventerà 
J*-h^/-»-jB^o . Se le radici di questa equazione sono immagina- 
rie, la curva non avrà alcun ramo infinito; ma se le radici a e 
^ son reali , la curva avrà quattro rami infiniti rappresentati 

j T,, . . ce 3 * 

dali equazioni m— ^^zr — , m— c=z-^ . 

i* t"" ■ 

Sia in secondo luogo n>2w, e l'equazione 

— j — H -j 1 rro , posto sJcrzk-hfn , cioè k:z:m , div en terà 

sik k~^m n ' ^ * 

r • * 

H — 1 =0, cioè J-t-^=:o., perchè il terzo termine svani- 

aw aw ji 
t t t 

sce a motivo di n'>!im . Se paragoniamo il primo termine col 
terzo avremo A:——, e quindi 1 \ rro, la qual'e- 

t 77l-f— • t 

t ar 
quazìone non può sussistere posta t infinita , perchè si ridurreb- 
be al solo secondo termine , a motivo di w<— , e quindi 

Sa 

% 

TOH-— <?i. Finalmente se paragoniamo ij secondo termine col 

terzo avremo kzzLn'-^m , e l' equazione diventerà 

^^ -+- — H — ^=0, o sia AI-^BzzOy perchè n>zmy cioè 

272—2771 n TI ^ 

t t t ^ 

2,n'^tim'>n , e quindi svanisce il primo termine. Nel caso adun- 
que di n>%m la curva avrà quattro rami infiniti rappresentati 

, ' . . A B 

dall'equazioni w— c=z^ — , ed m— czz— , 

^ . m j. 71— m 

t At 

Sia in terzo luogo n<%m , e paragonato il primo termine 

col Sfacendo, o il secondo col terzo l'equazione prenderà le for- 

r^ AT B /a Al B , ,. 

me H 1 — ^=:o , 1 »-— =3), le quali non posso- 

im 2/71 n a«— J2TO n n ^ -^ 

t t t t t t 

no sussistere posta t infinita , perchè la prima sì ridurrebbe al 
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«olo terzo , e la seconda al solo primo termine . Resta dunque a 
paragonare il primo termine col terzo, il qual paragone ci darà 
i^zr— j8, e quindi la curva proposta all'infinito si confonderà 

con ]a curva dell'equazione (m-^)3h =:o. 

Per conoscere la posizione de' rami indicati da questa ulti- 
ma equazione ^^— czzztl// —, conviene osservare se n è di- 

spari o.pari. Nel primo caso è chiaro che due rami Qo ^ e Kk 
vanno di sopra e di sotto accostandosi alla retta LV dalla par- 
te delle ascisse negative, allorché B è positiva; ma se B fosse 
negativa, questi due rami sarebbero situati dalla parte delle 
ascisse positive. Nel secondo caso non avremo alcun ramo infi- 
nito so B è positiva ; ma quando B è negativa, avremo quattro 
rami infiniti /i, Kk ^ Nn^ Oo , i quali vanno a confondersi 
coir asintoto rettilineo LL' . 

93. 

Passiamo al caso, in cui il membro supremo contiene il 
fattore (ay — bx)* , e trasferendo l'equazione alle coordinate t ed 
u^ e ponendola sotto la forma Mn-M'-f-Jlf "h-M '"-»-ec. =ro , 
avremo 

Jlf rr^/'*"^!* • H-^'/'*""^!* ^-1- ec. 

M'=Bt'^'^B't'^\^B''t''^^u^^B'^'t''''^u*^ec. 

M"=:a''""VC'^''""^i/-HC"/''~'^i^-H.ec. 

ec. 

Pòsta / infinita l'equazione sì cangerà nelle seguenti: 

(i) Jt''^^u^^Bt'"^'=o, 

(2) Jc'"'^u^^ff/^\^t'"'^=zo, 

(3) A/^^u^^B'^ù'^^u^^C/'-^zzo, 

(4) At''^K^^B"/"^^u^^C/"^^ti^D/'''^=o , • 

la prima delle quali ha luogo, quando B non è zero, la secon- 
da se jBrrOy la terza se B e B sono =ro, e la quarta se anche 
C^=o. 
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L'nquazione (i) diventa Au^-^Bt^zzzo , e la curva proposta 
si confonfle ali* infinito con la curva rappresentata da questa 
equazione, la quale è espressa nella Fig. aS, cioè ha due rami 
infiniti j4M, art situati dalla medesima parte dell'asse AQ^ 
uno dal lato delle ascisse positive, e T altra dal lato delle ascis- 
se negative . 

L'equazione (a) diventa Au^-^B^ tu^Ctzzo , nella quale po- 
sta t infinita, u può essere o infinita, o fipita. Nel primo caso 
r equazione diventa Au^^h-B'tz^o , che appartiene alla parabola, 
nel secondo si cangia in B'u-^zzo , che rappresenta un asinto- 
to rettilineo; e per vendere qual sia la posizìooe dei rami, che 
convergono verso questo asìntoto , porremo nell' equazione pro- 

C I ■ 

posta MH- j^=— T , e ne determineremo l'esponente k . 

t 

L'equazione (3) si cangia in Au^-^-B^'u^^Ct^^o , nella qua- 
le posta t infinita convien che sia infinita anche u, onde in pa- 
ragone del primo svanisce il secondo termine, ed essa diventa 
Au^^h-Ct^o. La curva di questa equazione è rappresentata nel- 
la Fig. a6., ed ha due rami infiniti AM , AM' , uno de' quali è 
situato dalla parte delle coordinate positive, e l'altro dalla par- 
te delle coordinate negative; e con questi due rami all'infinito 
si confonde la curva proposta. 

Finalmente l'equazione (4) Au^-^B^u^^hC'u^Lhzo ci da- 
rà un solo asintoto rettilineo, se due radici di questa equazione 
sono immaginarie , o tre asintoti rettilinei paralleli, se tutte le 
tre radici son reali . Se però due di esse fossero eguali , giunge- 

remo come sopra a dell' equazioni della forma U'^ctz — , o della 



A *" . 

forma (m — c)az= — . Ma se anche il terzo fattore fosse eguale agli 



I 

altri , ponendo u — c=:— otterremo una equazione della forma 

r 

/» AI^ Bl C 



.3 /e a,k~^m .k-i^n d 



=o, 



t t t 

ed usando il medesimo metodo di sopra troveremo che la curva 

/ . A 

all'infinito si confonde con quella dell'equazione u— c:= — 9 o 



i^ 
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con quella dell'equazione {u — c)3z= — , o finalmente con quel- 

A . ^ 
la dell'equazione (m — c)'z= — . Siccome converrebbe tener con- 

to di troppi casi per trattare quella equazione in tutta la sua 
generalità, prendiamo un caso particolare, e supponghiamo che 
sia data l'equazione 

J» >^/a ET C 



7 » T T 



zro 



Se paragoniamo due qualunque termini tra loro troveremo per 

3 5 
k i valori i, — , — , a, col primo e coli* ultimo de' quali può 

sussistere l'equazione, ma non con gli altri. Facendo Azir avre- 
mo /»-+-^/^=:o, cioè /zz— ^, e due rami di curva si confonde- 

jl 

ranno con quelli della curva che ha per equazione u-^czz • 

Se ponghìamo Arra, l'equazione diventerà ÀI^^BI-^Czzo, e 
se questa ha le radici immaginarie, la curva non avrà per que- 
sta parte alcun' altro ramo infinito: se poi le radici a e § son 
reali , la curva avrà altri quattro rami infiniti rappresentati 

dall'equazioni m— ci= — , w— czz— . 

Abbiamo veduto quali sono le curve rappresentate dall' e- 

A. A 

quazioni m— c=r — , ed (u — c)*= — : vediamo adesso quali son 

* TU m ^ 

A 
quelle, che hanno per equazione {u — cYzz — • Se m è un nu- 
mero dispari, la curva (Fig. 24) avrà due rami /i, Kk^ il primo 
nella parte delle coordinate positive, e il secondo in quella del- 
le coordinate negative: se m è un numero pari, i due rami /i, 
Oo saranno ambedue situati dalla, medesima parte delibasse da 
un lato e dall'altro delle ascisse. 

Facilmente apparisce come si debba operare per ottenere la 
posizione de' rami infiniti, allorché il membro supremo ha dei 
fattori elevati ad una potenza maggiore della terza. j^Assiamo a 
vedere l'applicazione di questa teoria ad un esempio.* 
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Sia proposto di troyare il numero dei rami infiniti neilii 
curva , che ha per equazione 

Consideriamo in primo luogo il fattor semplice y-HX, e ponen- 
do l'equazione sotto la forma 

r 3 

e facendo nel secondo membro y:= — x avremo j-+-a:i=---—g-^ . 

Sia AP (Fig.^Y) l'asse delle x, e fatto l'angolo PAQ semiret- 
to dalla parte delle ordinate negative sì prenda QC=— , e con- 
dotta per eia retta LU parallela ad AQj sarà LL' l'asintoto, 
al quale convergeranno i due rami Bb , B'b' situati come nella 
figura. 

Per vedere quali rami ci Ak il fattor quadrato y^ , ponghia- 
mo l'equazione proposta sotto la forma 

-4-a7*y-»-aa?*y '-ny * 

H-3y* 

— i=o, 

e posta X infinita avremo y«-Hy=o, onde si deduce y=o, e 
j-r:— I . Quindi avremo due asintoti rettilinei , uno dei quali sa- 
rà l'asse AP, e l'altro la retta EE' parallela all'asse alla distan- 
za ADz=,i . Per giudicare della posizione dei rami infiniti con- 
vergenti verso questi asintoti ponghiamo nella equazione prece- 

dente y=-T , o y-Hi=i -r , e troyeremo nel primo caso y=^ » 

X X 

nel secondo y-t-iir— ; onde avremo quattro nuovi rami infiniti 

B%'\ 5'"i"' situati sopra l'asse AP , e 5""^'^ B^h^\fO%tì sopra 
e sotto la retta jEjB', come nella figura. 

Passando finalmente al fattor cubico (y-^xY facciamo l'an- 
golo PA(^ semiretto , e trasportiamo la curva alle coordinate 
-4Q':=:ft=3^a , e Q'Mrztfzrj— a:. L'equazione profKJSta diven- 
terà 



Ut 
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|/a " I/a 

— ititi/ St — ^^ ^ 

2, 

"♦"imo. 

Ponendo t infinita avremo m* — ^^=0: e quindi due nuovi 
rami della curva data si confonderanno nell'infinito con i rami 
jiMy AM* della curva che ha per equazione «'— ^*=ro. 

Il numero e la quantità de' rami infiniti forma una difFe- 
renzajìssenziale nelle linee curve , e questo principio hanno con 
ragione adottato i Geometri per distinguere le varie specie di 
curve contenute in un ordine dato . Si può vedere dedotta da 
questo fondamento l'enumerazione delle linee del terz* ordine e 
del quarto nella Introduzione del Sig. Euler. 

CAPITOLO Xì. 

Della figura delle linee curve . 

94. 

-L^ el Capitolo precedente abbiamo cercata la posizione dei rami 
delle curve continuati all'infinito; in questo ci proponghìamo 
di cercare la posizione dei rami, o sia la figura delle curve in 
lino spazio finito. Per descrivere la curva che corrisponde ad 
una data equazione, conviene per qualunque valore dell'ascissa 
X trovare il valore dell'applicata y. Considerata pertanto x co- 
me costante si deve dedurre dall'equazione il valore di y , il qua* 
le ci darà le ordinate corrispondenti a qualunque data ascissa . 
Ma se l'equazione della curva è di un grado superiore, questo 
valore di y non si potrà ottenere espresso per mezzo di una fun- 
zione esplicita di ;r. In questo caso per qualunque valor nume- 
rico di xjt^isogna con i metodi esposti ricavare dalla equazione 
numerica il valore di y , la quale operazione riesce molto labo- 
riosa , perchè conviene tante volte risolvere una equazione del 
grado superiore, quanti sono i punti della curva, che si voglio- 
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no determinare. Se però nella equazione della curva la dìnif^n- 
sione di una delle coordinate non è maggiore di due, la curva 
si può descrivere, e facilmente conoscere la di lei figura . 

Sia primieramente l'equazione della curva di questa for- 
ma, ynP; cioè sia y una funzione razionale dell'ascissa x . La 
figura di queste curve si rende facilmente nota, poiché a qualun- 
que valore dell'ascissa x corrispondendo lin sol valore dell'ap- 
plicata y, la curva con un tratto continuo accompagnerà l'asse 
all'infinito. 

L'equazione della curva sia adesso Py^ — aQjn-iJ^o, ove 
P ,Qf ed i2 sono funzioni razionali dell'ascissa J7 , ed estraendo la 

radice avremo yzz'-Sd=^ ^ > L. Primieramente adunque, 

se sarà Q^'^>PR^ a ciascuna ascissa corrisponderà una doppia 
ordinata, come avviene (Fig.28) per i tratti dell'asse PP* , 
' P"P"\ Le applicate diventeranno immaginarie, se sarà Q^^^PR, 
come succede nella figura per i tratti PR, PP", P"S. Ma nel 
passaggio dalle applicate reali alle immaginarie, e viceversa, 

che sia Q^:=zPRy cioè J=^, o.sia convien che l'appli- 
cata incontri la curva in un sol punto, come avviene nei punti 
dell'asse P, P', P", e P"\ La curva adunque può esser compo- 
sta di più parti separate tra loro, com'è quella che corrisponde 
alla porzione dell'asse P" P"\ le quali parti si sogliobo chiama- 
re Girali conjugate. 

Le ascisse pertanto -4P, AP^, AP\ ec. sono le radici 
jdeir equazione Q^'^PRzdo , e per ben conoscere la figura della 
curva si deve principalmente aver riguardo alla diversa costitu- 
zione di questa equazione. Se due radici di essa saranno eguali, 
o il punto P'' caderà sul punto P', o il punto P"' sul punto P", 
cioè svanirà nell'asse o quella porzione che ha le applicate im- 
maginarie, o quella che le ha reali . Nel prihio caso la carvs^- 
comparirà annodata (Fig.29); nel secondo l'ovale conjugata si 
ridurrà ad un punto, cioè vi sarà un punto separante dal resto 
della curva, il quale si chiama punto conjugato , Se tre radici 
dell'equazione Q*— P/?=:o saranno eguali , cioè se anche il pun- 
to P'" caderà sul punto P', la parte annodata diventerà infinita- 
mente piccola, e la curva riescirà acuminata, come nella Fig. 3o ; 
il punto K si suol chiamare allora cuspide o punto di regresso» 



convien 
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Il nodo 9 o sia T intersezione di due rami di cnrya si chiama pun- 
to doppio y perchè la retta che passa per quel punto è riputata 
tagliar la curva in due punti appartenenti ai due rami . Se un 
altro ramo di curva passa per il nodo, sì ha un punto triplo, un 
punto quadruplo ^ se sì riuniscono insieme due punti doppj, e 
un punto mo/^//7/ice, quando più rami della curva s'incontrano. 
Tutte le varietà, che si trovano nella figura di qualunque cur- 
va, sono sempre composte da qmllo, che abbiamo accennate; 
poiché vi s'incontrano ovali conjugate, o punti rooltipiici, o 
punti di regresso» o punti coujugati. 

95. 

Passiamo adesso a vedere, quaFè la figura di alcune delle 
più celebri curve. Sia data in primo luogo l'equazione 
a?*-i-2ay"-+-j7y»zzo, la quale appartiene ad una linea del terz*op- 
dine , che comunemente si chiama la Cissoide di Diocle . Estraen- 

do la radice quadrata avremo yzz.^- — Si — zi ^ L ; 

|/(2a— or) aa — x 

onde presa (Fig. 3i ) la retta AB per asse , ed il plinto A per ori- 
gine delle ascisse , la curva passerà per il punto A , perchè posta 

, , e > db2/7|/aa . ^ . , 

^rz=o anche y è s=o. oe xsz2a sarà yzz . * =±: ^ ; cioè se 

bì prende AB:ziza, e per B si conduce la ^etta RR* perpendico- 
lare all'asse, sarà questa l'asintoto della cissoide , cioè incontre- 
rà la curva da una parte e dall'altra ad una infinita distanza. 

Se facciamo jc=a , sarà j=: — li— !=:d:a, cioè divisa AB per 

I/a 

mezzo in C, e tirate le applicate CD e CD'znAC ^ la curva pas- 
serà per i punti D e D'. Allorché si prende l'ascissa x positiva 
,e >>2a, o pure negativa, l'applicata riesce sempre immaginaria; 
x>nde non vi sarà alcuna porzione di curva rè sopra A né sotto 
B. La cissoide adunque è tale, qual' è descritta nella figura, con 
una cuspide in A, e l'asintoto /?/?'. 

Per qualunque punto M della cissoide si tiri la retta AM^ 
che incontri l'asintoto in Q, e condotta l'applicata MP sarà 

AM^szx^-^^zz' . Ma sta AB^ lAP^zzAQ^iAM^ , cioè 

lòti '^^JC 

7-^=— r-.^ 7?rr; quindi A{rzi , e 

Tom, L 3a 
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QM=QJ'^AMzJ^'''''^^^—:=i/(4a^'^2ax) . Preso Cpercen- 

|/'(2a— 07) 

tro col raggio AC si descriva uà cerchio, che passerà per X>, ed 

incontrerà le rette PM ed AQ in N ed O, e tirata jB[iV sarà 

BNz^/ABxBPz=l/(4a*'^2ax)=QM . Quindi sarà P angolo 
^QBrr all'angolo QfiiV= all'angolo BNP, e perciò l' a ngoU 
PBN= all'angolo BAQ; onde AO=BN=QM. La cissoide 
adunque ha questa proprietà , che tirata qualunque retta AQ, 
la quale tagli la curva in M, il cerchio in O, e l'asintoto in Q, 
è sempre QM:z:AO , o sia AMzzQO: onde questa curva si può 
descrivere con molta facilità. 

Sia proposta in secondo luogo l'equazione del quarto gra- 
do (ar— a)*y»=:i»j;2— (o? — a)»^:», ove a>i, che è della Concoide 
di Nicomede y ed estraendo la radice avremo 

yzz VX — \ "" M. onde apparisce che l'applicata svanirà 

in due casi, cioè allorché sarà xzzceàzh. Prendendo adunque 
(Fig. Sa) la retta CB per asse,, ed il punto C per origine delle 
ascisse, se facciamo CBzza-^^^e CA^za — b, i punti A e B saran- 
no nella curva cercata. Se ùc è >-a-f-i, o <a*^b, Tapplioata è 
sempre immaginaria , onde tutta la curva è contenuta tra i limi- 
ti ^ e JS. Si deve eccettuare il caso di omo, che ci dà j=:o; 
perciò in C vi è un punto conjugato diviso da tutta la^curva. 

Se xzza^ sarà y^^— — ^=:t ce ; e quindi divisa la retta AB per 

metà in D, l'applicata EF che passa per D sarà un ^isintotQ 
della curva. A tutte le altre ascisse AP corrispondono due ap^- 
plicate eguali PM, PM\ onde la curva sarà, come mostra là 
figura, formata di quattro rami infiniti, i quali tutti convergo- 
no all'asintoto EF, Il punto C si chiama il j!?o/o della concoide^ 
quella porzione di curva, che è sopra l'asintoto, si dice concòi- 
de esteriore, quella situata sotto l'asintoto , inferiore. 

Si tiri dal polo C a qualunque punto M della curva la. ret- 
ta CM, che incontri l'asintoto in X/, e sarà 

Cilf=|/(.raH-Y»)=:— ^, e CL=-^--; onde 
CM-^L=iLM— ^!^f^z=b=:AD=BD . Condotta adunque nel- 



D* ALGEBRA P. II. aSi 

la concoirle dal polo C la retta CM"LM , sarà sempre 
AEhzLMzzLM'^ ; onde si deduce una maniera facile di costruir 
questa curva. 

Sia data finalmente l'equazione del quart' ordine 
(a:*-i-j*)'=a^(3r*— a?*) , la quale appartiene alla Lemniscata di 
Giacomo Bernoulli, Risoluta T equazione sarà 

==t|/ I :t-- — i .'j, e quindi avremo quattro 

valori di r, se sarà 8j:*<a» , cioè a:<i: ; se poi J7>d= , 

tutti i valori di y saranno immaginar] . I quattro valori si ridur- 
zanno a due, sé a:=:=h , nel qual caso sarà r=ds: *^^ . Po* 

sta x:^o, sarà y: ^ iy^( — ^~~) > ^^^^ ^^® valori di y saran* 

no -f-«, e— a, e gli altri due =0. Sia dunque (Fig. 33) AB Tas- 
se, e C il principio delle ascisse, e posta in C l'applicata 
CD:^CD'z::ui, la curva passerà per i punti C, JD, e 27' . Si fac- 
cia CB=zCA= ^j y e condotte le applicate BE , BE', AE\ 

^£'"=zf5k£i, i punti E\ E\ E", E'" saranno nella curva . Se 
a|/a 

l'ascissa si prenderà >CB^ le applicate saranno immaginarie, 
ma a tutte le ascisse CP<CB corrisponderanno quattro applica- 
te PM, PM'.PM", PM", le due prime delle quali saranno re- 
spettivametite eguali all'ultime due, e ||#ste in parte contraria. 
Quindi la Lemniscata ha un nodo in C|lé le sue parti CED , 
CE'iy, CE'D\ CE'"D sono eguali e simili . 

CAPITOLO XII. 

Della invenzione delle curve dalle loro date proprietà^ 

o sia de' Luoghi Geometrici . 

96. 

JLl.bbiamo veduto nel Capitolo precedente, come date Tequa- 
sioai delle curve si possono determinare i punti ^ e ricavarue le 



v^ 
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proprietà: viceversa, se avremo una serie di punti, la posiziona 
de'quali sia determinata per mezzo di una data costruzione geo- 
metrica , potremo trovare ]a curva , alla quale questi punti ap- 
partengono. Alle curve in tal modo considerate diedero gli an- 
tichi il nome di luoghi Geometrici^ perchè in ciascun caso la 
curva cercata è realmente il luogo, in cui sì trovano i punti da- 
ti. Così il circolo è il luogo di tutti i punti , che sono egualmen- 
te distanti da un punto fisso: l'ellisse è il luogo de' punti, le di- 
stanze de' quali da due punti dati prese insieme sono sempre 
eguali . I problemi di questa specie si chiamano ancora proble- 
mi indeterminati, perchè si deve in essi esprìmere analiticaraen^ 
te la posizione di un punto, la quale è data mediante una co- 
struzione geometrica, e vi sono piti punti , anzi infiniti, che go- 
dono delle medesime propiietà, e soddisfanno egualmente al 
problema . 

Per trovare l'equazione analitica, la quale esprime la na- 
tura del luogo geometrico proposto, si prenda una retta qualun- 
que data di posizione per asse, alla quale si riferisca per mezzo 
dì due coordinate uno dei punti dati, quindi dalle condizioni 
del problema si deduca una equazione tra queste coordinate, là 
quale determinerà la posizione dei punti dati , e sarà l'equazio- 
ne della curva cercata: ed in ciò fare si usi quel medesimo me- 
todo, che serve per i problemi puramente analitici. Questo è ciò 
solo che in tal materia si può generalmente accennare, poiché 
ciascun problema richiede particolari artifizj , i quali non si pos- 
sono imparare, che coir uso e coli' esercizio. Alcune volte ad 
ottenere una più sempVce soluzione dei problemi basta la diver- 
sa posizione dell'asse, etjdelle coordinate, la quale è in nostro 
arbitrio. Spesso le linee date non sono sufficienti per giungere 
all'equazione; ma se ne devono tirare altre in modo, che para* 
gonate con le linee date somministrino facilmente la bramata 
soluzione. Onde si può rilevare, quanto giovi aver presenti le 
proprietà delle linee rette, e specialmente ciò, che deltriango- 
ìo rettangolo, e dei triangoli simili s'insegna negli Elementi di 
Geometria. 

Prima d'inoltrarci in questa ricerche, vediamo in qual ma- 
niera si esprimano le quantità per mezzo delle linee. Fin qui 
abbiamo supposte le quantità espresse in numeri; onde qualun- 
que funzione sostituiti i numeri in luogo delle lettere poteva 
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trattarsi con le regole dell* Aritmetica» ed ottenersene facilmen- 
te il valore 4 11 raso è molto diverso, se non avendo alcun ri- 
guardo ai ifìumeri dobbiamo esprimere le quantità con le linee , 
cioè se dobbiamo trovare una linea retta, che sia rappresentata 
da una data funzione. Si debba ini primo luogo costruire la 

quantità -— , ove a, £, e e rappresentano linee rette, È chiaro 

nh 

che sta e: a=J: — ; quindi prendendo (Fig.34) due rette inde- 

finite AZ^ AY y che s'incontrino nel punto A^ se facciamo 
ACzzc^ ABzza, AD^zby poi tirando CB se per il punto D gli 
conduciamo la parallela JDE^ che incontri in E la retta AZ^ sa* 

rà AEzz — . Se k^a, coll'istesso metodo si costruirà la quan- 
tità — . Se poi fosse data la quantità —, è chiaro che essa 

è = ■ . , e si riduce al caso precedente, se a-f-i, e c-4-rf si 
considerano ciascuna come una sola lettera, ed a questo caso 

appartiene ancora la costruzione della quantità , la qua- 

e 

le sappiamo essere zz- • . Se fosse proposta la quantità 

--T-, la quale èz=— X— > si costruisca prima la retta —, che 

si chiami //s, e la quantità proposta diventerà — , che si costruì- 

xà come sopra . 

Tutta l'arte^adunque di costruite consiste nel risolvere la 
data quantità in più parti, ciascuna delle quali sia della forma 

— ,^11a qnal riduzione, che spesso non è ovvia, si può sempre 

giungere mediante alcune trasformazioni. Così per costruire la 

quantità ponghiamo i'=;:a^/7i, c^zzan, ed avremo 

wirr — , /irz — , onde facilmente costruiremo le quantità 7n ed /i; 

ciò posto la quantità proposta diventa 

— = — — --=1- i, cioè è ridotta alla torma cercata , 
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In simil guisa la costruzione di qualunque quantità razionale, 
nella quale il numeratore superi di una dimensione il denomi- 
natore, si ridurrà sempre all'invenzione della quarta proporzio- 
nale a tre rette date . 

Ma qualunque quantità, per esser suscettibile di costruzio- 
ne, conyien che sìa omogenea, cioè che abbia la medésima di- 
mensione nei termini respettivamentedel numeratore, ed in quei 
de] denominatore. Riguardo a ciò si deve avvertire, che se una 
quantità da costruirsi non è omogenea, questo dipende dall'es- 
sere stata nella soluzione del problema posta qualche quantità 
:=i; onde espressa questa quantità per mezzo di una lettera, la 
formula proposta diventerà omogenea. Ma non è però necessario 
dì rifar di nuovo il calcolo, e basta moltiplicare i termini della 
data formula per una potestà tale di quella lettera, che si sup- 
poneva m , qual'è necessaria per render la formula ooiogenea . 
Per esempio se in qualche problema giungiamo alla formula 

^ — 7—^, abbiamo senza dubbio supposta una quantità =i , la 

quale se avessimochiamata «, saremmo giunti ad una formula 

omogenea. Questa poi sarebbe stata j — r — — , che diventa la 

proposta se si pone ezii . 

Abbiamo supposto fin qui, che nelle formule da costruirsi 
il numeratore ecceda il denominatore di una dimensione; ma 
può il primo superare il secondo di due dimensioni , o anche dì 
tre, ma non di più, perchè la Geometria non si avanza al di là 
delle tre dimensioni . E se il numeratore sarà maggiore del de- 
nominatore di due dimensioni, la formula rappresenterà una 
superficie, che si potrà sempre ridurre ad un rettangolo. Data 

per esempio la formula si porrà sotto la torma , 

poi si costruirà la retta mzz — , e la formula proposta di- 
venterà aniy cioè sarà eguale ad un rettangolo, che abbia a per 
base, ed m per altezza. Se poi il numeratore supera il denomi- 
natore di tre dimensioni, la formula esprimerà un parallelepipe- 

do. Così la (luantità si riduce alla torma — » 

e costrutta la retta /»= — diventa abm\ cioè è eguale al pa- 
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rallelepipedo rettangolo , le di cui tre dimensioni sono a^b ^ m. 
Per dir qualche cosa delle formule irrazionali del secondo 

grado ponghiamo, che si debba costruire la formula ]/ab . E fa- 
cile il vedere , che ciò si riduce alla invenzione della media pro- 
porzionale tra le rette a^e b\ onde tra tutte le maniere, che per 
ottener ciò insegna la Geometria , quella si deve scegliere, ch^ 
in ciascun caso somministra una soluzione più semplice. Se fos- 
se data la formula {/(a^^-b^)^ essa si ridurrebbe al caso prece- 
dente , se si osservasse che a'— i"z=(« — fc)(a-4-i). La formula 
{/"(a^-f^a) rappresenterà T ipotenusa di un triangolo rettangolo, 
i di cui lati intorno l'angolo retto siano a e &. A questa si ridu- 
ce la quantità |/^(a*-i-C£/), se si fa i*=Cé/,^cioè se si prende una 
media proporzionale b tra le rette e e d. Con simili artifìzj po- 
tremo costruire qualunque radicale quadrato • 

97. 

Premesse queste coj^e passiamo alla soluzione di alcuni pro- 
blemi indeterminati , giacché niente più dell'esercizio potrà ren- 
derci abili in questa parte di Anàlisi • 

Problema!. 

„ Dentro un angolo dato NAO (Fìg.35) trovare un punto 
„ Aftale, che condotte le rette MN 9 MOy le quali facciano 
„• sempre dalla medesima parte gh angoli dati MNAy MOA , 
„ stia MN : MO nella data ragione di w : ;:i, e siccome vi so- 
,, no infiniti punti , che hanno questa proprietà, determinare la 
„ linea che essi formano „. 

Supponghiamo che Af sia uno dei punti cercati, in modo 
che tirate le rette AfiV, MO ^ le quali formino gli angoli dati, 
sia MN : MO=m in. Si tirino MP, MQ parallele ai lati 
dell'angolo dato, e sia APzzx ^ PM'Zzy \ poi prese sui lati 
dell'angolo dato le retteci?, AF sl piacere si conducano le ret- 
te DE ^ FG, che incontrando in E. ed in G i lati dell'angolo da- 
to formino con essi l'angolo AED^zANM , e l'angolo 
AGFzzAOM, e sia £>£=a, GF=A, AD=c, JF=id. Posto ciò 
i triangoli simili PMN.ADE ci danno AD : DE=PM : MNy 

cioè e : a=zy : MN=:— . Parimente dai triangoli QMO, AFG 

abbiamo AF : FGzzQM, : MO, cioè d : bzzx : MO, « quindi 
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MChi: -r • Ora dovendo essere MN : MOzzm : n , avremo 
a 

— : -r=^ • 'i» cioè j= -—r-J? . Per render più semplice questa 
equazione si osiservi, che possiamo prendere e ^e d come ci pia- 
ce; onde se facciamo cizzfiy dzitm^ avremo yiz — .Se dunque sul- 
la retta AE prendiamo AHzzarzDE , e per il punto /f tiriamo 
parallelamente al lato AD la retta HLzzbzzFG, tutti i punti 
della retta indefinita AL avranno la data proprietà. 

.<^P B O B L E M A II. 

„ Trovare il luogo dei punti M, (Fig. 36) da' quali tirate 
„ ai due punti fissi A, e jB ie rette AM, BM, stiano queste 
„ nel dato rapporto à\ rfi \ n „.\.. 

Congiunti i punti A e^ B ^'12^ A^=a^ e tirata dal punto M 
sulla retta AB la _peij>endict>lÉtì^Ìj^ e 

quindi BP^a^-'X.AM^zzx^'^y^, 5M3^aaa:-»-a?a-+-ja . Per 
là condizione del problema avremo adunque'v^^ 
a?a-Hva:a* 2awC-f-a:*-f-j*=/»* :n* ; onde si deduce l'eqiftzione 

Ponghiamo a:=^— — 7, e questa equazione diventerà 

vt-i-^a— JLl^i!^ — , la quale evidentemente appartiene al circo* 
lo. Presa perciò (N.^ i.) AE=-^~^, e col centro £ e col 

raeeio ^^ — descritto un cerchio , sarà questo il luogo cercato. 
Ho supposto m<n', se fosse n<rn, converrebbe prender© 
u4ì: (N.^* a,) dalla parte del punto J5, ed = ^^_^^^ • 

Se poi fosse wr:w, l'equazione tra j? ed j diventerebbe 
aa;^a=o, e quindi divisa (N.^ 3.) la retta AB per mezzo in D, 
la retta indefinita DM perpendicolare ad AB sarà il luogo cer- 
cato. * 

Nei primi due casi il circolo incontra la retta AB nei pun- 
ti De D'; onde nasce una costruzione del problema molto sem- 
plice. Si cerchino sulla retta AB i punti D e D' tali, che sia 
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JDiBD^nAU iBUziztnin , ed il cerchio descritto sul dianf^- 
tro DD' sarà il luogo cercato. 

Problema II L 

„ Date di posizione le rette AB ed AC (Fig. 87) trovare il 
punto M tale, che tirata MC al punto fisso C, ed MB pa-. 
rallela ad ACy , la quale incontri in B la retta AB^ sia seiw 
pve MB:MC=k:c ,, . 

Tirata MP perpendicolare ad AC , ed MQ parallela ad AB 
sia ACzza, APzzix, PM:ziy, e siccome è dato l'angolo 
MQP'=lBAC , sarà data la ragione di QP: PM, la quale pon- 
ghiamo che sia quella di b >d , Avremo dunque PCziuir^x ^ 

QP=^^ ^Q=:r-ÌI=^M, MCzz^^^, ed il triangolo ret- 
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c^x^ 



-f-a » - ^aX'JhX " =:— r:: — — 



f- — r — cioè 



tangoloMPCcidarày' ^. — ,^ — ,^ . ^ • /« 

Questa equazione appartiene ad una linea del second* ordine, e 
da ciò che abbiamo detto di queste linee si rileva che la cur- 
va sarà una ellisse, se c^(b^'MÌ'^)<,b^d^ , una iperbola, se 
c^[b^^d^)>b^d^ , ed una parabola se c^(b^~^d^)z=b'^d^ . 

* 

Problema IV. 

„ La retta BC (Fig.38) divisa per mezzo in A giri intor- 
no al punto A della retta immobile AD^ si tiri CM perpen- 
dicolare a BC ^ e. presa AUmAB sì congiungano i punti Bq 
D : trovare il luogo df^U* incontro delle rette CM, e BD „ . 
Dal punto M si Conduca MP perpendicolare ad AD ^ e si 
ponga DP=x, PM^y, AB=AC=Arh=M. Essendo T anorolo 
PDM=BDA=CBM\ i triangoli CBM, PDM sono simili; 

onde BC'.BMzzPD: DM, e quindi BMziS^'^tZ^ e 

X 

^^_(2f--^(^M;2!] . Dai punti BeCn tirino le rette BT, 

X 

CH perpendicolari ad ^D, e sarà 
DTzza^AH:BD=3c\\/(x^^y^); onde AHzzx^-a, e 
CH=^(2.ax^x^). Similmente CH=BT:BDz=:y : l/(j^*-Hy^% 

cioè CH:iz ^-i- ; e paragonando questo valore dì CH con 
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quello trovato qui sopra avremo Tequazioiie (a/i— •^)y«rrflr*^ la 
quale ci mostra la curva cercata esser la Cissoide di i?ioc/e. La 
medesima equazione si troverà più facilmente , se sì riflette che 
il circolo descritto sul diametro BC pregerà per JO, e CM sarà 
ad esso tangente • Onde per la nota proprietà del cerchio 

BMxDMzzCM^^BM^'-CB^, cioè (afl-x)ya=ar», come sopra» 
Chi volesse vedere un maggior numero di problemi inde- 
terminati risoluti, legga Y Aritmetica Universale di Ne^^vtoriy 
ed il Trattato delle Sezioni Coniche del Sig. Marchese tU- 
l'Hospital. ^ 

9 

CAPITOLO XIII. 

Isella intersezione delle curile, e della costruzione 

delV equazioni , 

9.ff. 

l5ì abbiano due curve EE\ FF (Fig.^Sg) riferite al medesinìo 
asse AP ed alla medesima origine 3elle ascisse per mezzo delle 
coordinate APznx ^ PMzzy, e siano date T equazioni delle cur- 
ve tra queste coordinate. È chiaro chje al punto d'intersezione 
M corrisponderà in ambe le curve la medesima ascissa AP, e 
la medesima applicata PM ; onde per avere i punti d'interse- 
zione convien supporre in ambedue l'equazioni delle cu rv« 
tanto X che y respettivamente eguali . Prendendo perciò dalla 
prima equazione il valore di j, e sostituendolo nella seconda^ o 
sia eliminando y con i soliti metodi dalle due equazioni avre- 
mo una equazione in x^ le radici reali della quale ci darantio 
le ascisse corrispondenti ai punti d'intersezione. Trovate le 
ascisse convien determinare le ordinate, e tra tutte le applica- 
te, che convengono alla medesima ascissa scegliere quelle che 
nelle due curve sono eguali, all'estremità delle quali cadranno 
i punti d'incontro cercati. Sia per esempio una delle due linee 
una retta espressa dall'equazione ax^^y-^^c^zo j e, l'altra una 

^ curva qualunque. Sostituito il valore òxy^:^ — 7— riell' equa- 



zione della curva, in luogo di qualunque potenza di y s'intro- 
durrà una simile potenza di e— oj?; onde l'equazióne ih x sarà. 
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di un grado eguale ali* ordine della curva* Quindi una lìnea 
dell'ordine n non potrà essere incontrata da una ietta qualun- 
que in più di n punti, ma spesso in meno, se tra le radici 
dell'equazione in x ve ne saranno alcune immaginarie . 

Si delibano in secondo luogo- cercare le intersezioni della 
parabola espressa dall'equazione y» — iariro, e del circolo che 
ha per equazione y*— aSy — fta?-Kr*-i-i*=:o. Per eliminare y si 
sottragga la seconda equazione dalla prima, ed avrassi 

aij— a?«— &*=30 , cioè y=: 7 — , onde ricaveremo il valore di 

y, subito che conosceremo quello di x. Si sostituisca il valore 
di y nella prima equazione , e si avrà j7*H-aJ*a7«— 4^*a:-i-i*=0", 
la qual' equazione ha una radice zzby onde si deduce 

— r — ^=i; e quindi la parabola ed il circolo dati s'interse- 



<;ano in un punto corrispondente all'ascissa ed all'ordinata z=i • 
Per gli altri punti d'incontro convien cercare le altre radici del» 
ia equazioìie in j; . 

lAa quantunque le rad^i della equazione in x siano tutte 
reali , non ne viene però che ad esse corrispondano le intersezio- 
ni delle curve ; poiché le applicate corrispondenti a queste ascis- 
se possono essere immaginarie, nel qual caso non si dà alcuno 
incontrò nelle curve. Per dare un esempio di queste intersezio- 
ni immaginarie supponghiamo che sull'asse AC (Fig. 4<^) sia 
•descritta una parabola del parametro aa, e fuori di essa alla di- 
_, stanza BG^df — 2a sul diametro ABz^fia un circolo; è chiaro 
che q.ueste due curve non potranno mai incontrarsi. Ora presa 
l'origine delle x nel punto Ay l'equazione della parabola sarà 
y":z:aa(a:— ft) , e quella del circolo j*=:aa:F-^:r*, ed eliminando 
y avremo l'equazione 4?^— aaJ:=o , . che ha le radici reali 

;nK:i/^2a&, e colme &>aa, parrebbe ohe un incontro corrif 
s^pòi^esse ad un punto dell'asse situato tra jB, e C, e l'altro al- 
la iìnistra del punto A, ed ambedue fuori del cerchio e della 
parabola. Ma se ncaviaiiio dalle due equazioni date il valore di 

j, troveremo qui^sto essere k aa(dd/aaè— i), cioè immaginario • 

Vi sono à<%nque delle intersezioni immaginarie^ che il 

<Jàlcolo indica,^\c0|ne se fossero reali, perchè il calcolo cerca i 

valori <li y eguali nelle due curve, e corrispondenti alla med«^ 
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sima ascissa, o siano essi reali o ìmmaginarj . Quindi dal ntime- 
ro delle radici reali della equazione in x non si può concludere 
il numero di altrettante intersezioni ^ ma convien prima vedere 
se l'ordinata corrispondente all'ascissa reale sia anch'essa rea- 
le, condizione iiece8«aria, perchè si dia l'incontro. Se però in 
una dell'equazioni delle due curve la y non oltrepasserà la pri- 
ma dimensione, o se nell'atto dì eliminare si giungerà ad una 
equazione tra x ed j, in cui y non abbia che una dimensione, 
come è accaduto nel secondo esempio, potremo esser certi che 
non si danno intersezioni immaginarie, perchè a qualunque va- 
lore reale di x corrisponderà sempre un valore reale di j, 

99- 

Questa teoria dell'intersezione delle curve è stata da UeS" 
cartes \\ primo applicata alla costruzione dell'equazioni . P-oi- 
chè, siccome date l'equazioni di due curve tra le coordinate x 
ed y eliminando y ottenghiamo una equazione in x^ le radici 
della quale determinano i punti d'intersezione delle due curve; 
viceversa se sarà data una equazione in a?, e si troveranno l'è* 
quazloni tali di due curve, che dalla eliminazione di y ne nasca 
la proposta equazione iri-a:, l'intersezioni delle due curve daran- 
no i valori delle radici dell'equazione data. Infatti le perpendi- 
colari tirate da ciascun punto d'incontro sull'asse taglieranno 
le ascisse eguali ai diversi valori di x . Ma è molto importante 
nella scelta delle curve di evitar quelle, clie ci potrebbero dare 
intersezioni immaginarie corrispondenti ad ascisse reali ; lo che 
per ciò, che abbiamo detto, otterremo prendendo una delle due 
curve tali, che nella di lei equazione la y non oltrepassi la pri- 
ma dimensione , cioè, come si suol dire , che questa curva sia di 
genere paraboìico . 

Ma per veder chiaramente, quali curve dobbiamo adopra- 
re, cerchiamo prima indirettamente quali sono l' equa zio nrr* ri- 
sultanti dalla eliminazione dell'applicata nell'equazioni di due 
linee date. Siano date in primo luogo ( Fig. 4' ) ^^^ tette BM ^ 
CM, le quali s'incontrino nel punto Hf; si prenda BA per as- 
se, ed il punto A per origine delle ascisse, e sia AB:^a , AC^db , 
APzzzx, PM^izy^ e condotta la retta AD perpendicolare all'as- 
se sia ADzzc , AEznd, L'equazione della retta BM si troverà 
essere ayzz^ac-^-cx , e quella della retta CM byzidx^d . Adesso 
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eliminando j avremo :r:=:—^ — j-^, alla qual' equazione si ridu- 
cono, tutte quelle d«"l primo grado . 

Supponghiamo adesso che sia il circolo (Fig. 4-^) incontra- 
to dalla retta BM, Prendiamo la retta BA per asse, ed il punto 
j4 per origine delle ascisse, é tirapdo dal punto A e dal centro 
^f del cerchio le perpendicolari all' asse AC , DE facciamo 
AB=a, AC-=dby DM=c, AE=dj DE:zze. Avremo per la retta 

l'equazione yzrJn , e pel cerchio (a:— £/)*-*-{j— ej'^^zc* , ed 

elimìuando y otterremo l'equazione 

a:»— a 7- — -x^ J — 7-- =0; onde mediante 

l'intersezione del cefchio e di una jretta si potranno costruire 
tutte Tequazionidel secondo grado . Infatti sia data da costruirsi 
l'equazione generale x^^-^Ax — iB=o ; paragonandola con la pre- 

cedente avremo A:zzfi ; , e ij=: ^.^ ■ . 

JJalla prima equazione si ricava ar=— ^ 5 — ^— , e sosti- 
tuito questo valore la seconda diventa 

jB(aa-i-i*)=a*c>-{e— A)*(a»-i-ia) ^ ^ — 1 i, 

onde si deduce 

f<3^:^X\yUe-^)'-^B..dl!f:^±}-dÈt^] . Ri- 
a f L 4^^ a J 

snangono in nostro, arbitrio le quantità a^ b^ e^ le quali però 

jdevono prendersi in-vniodo, che il secondo radicale riesca reale, 

altrimenti sarebbe immaginario il raggio del circolo . Per evitare 

A 
il primo'radicale facciamo izro, ed avremo dzzz— , e 

cn ^ ^^ I ^ — : ; in questo éaso la retta jBTkf caderà sull'as- 

se, la lettera a sparisce dal calcolo, e la lettera e può aver qua- 
lunque valore. Per render razionale anche il valore di e faccia- 

mo c=:c-i-— -, e troveremo e= , e c= : , 

a ' 4m 4/w ' 

ove per m possiamo prender qualunque quantità^ ed il circolo 
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cercato si costruirà così. Presa AE'=.~ si faccia la perpeodico- 

lare ££h=: i- ; gara D il centro del cerchio, ed il 'di 

Xm raggio sarà ZI -j . Avremo una costruzione sem- 

plici88ima se pongfaiamo mzzA , poiché allora sarà AEzz ^j 

-B^=2' ®^ *'' raggio =-j-+-2 , cioè ^AE-^ED . 

Se cerchiamo l'intersezione di due cerchi^ giungeremo ad 
una equazione di secondo grado ; onde mediante due circoli non 
si può fare che ciò, che più semplicemente si fa con un circolo 
ed una retta. Se poi consideriamo le intersezioni di due sezioni 
coniche, o di una di esse col cìrcolo, ne vedremo nascere una 
equazione del quarto grado, e quindi mediante le sezioni coni- 
che non ai possono costruire che l'equazioni, le quali non super 
rauo il qu£|fto grado. Una linea del terz' ordine, che è tagliata 
da una del secondo, ci condurrà ad una equazione del sesto gra« 
do. E generalmente dalla intersezione di una linea dell'ordine 
ni con un'altra dell'ordine n ne nascerà una equazione del gra- 
do mn (49) . 

Data pertanto una equazione, che debba costruirsi, cón- 
vien risolvere l'esponente del di lei grado in due fattori , i qua- 
li ci daranno gli esponenti dell' ordine delle due linee che ser- 
vono alla cercata costruzione, e per evitare le intersezioni im- 
maginarie convien prendere una di queste linee di genere para- 
bolico. Ma come per lo pia il grado dell'equazione data si può 
dividere in due fattori in pia maniere, così bisogna scegliere 
quella, che ci dà curve di un ordine meno elevato, e che più. 
facilmente si costruiscano. Così data una equazione del sesto 
grado, siccome l'esponente 6 si può risolvere ne* fattori r , 6, 
e 2 , 3 , l'equazione potrà costruirsi con una retta, ed una li- 
nea del sest' ordine, o pure con una linea del second' ordine ed 
una del terzo, e questa ultima maniera dovremo scegliere, per- 
chè ci dà curve meno elevate, avvertendo di più di fare in mo- 
do, che la linea del second' ordine sia il circolo , il quale per la 
facilità della sua costruzione si considera a questo effetto del' 
medesim' ordine 9 che la linea retta . 
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Proposta adunque una equazione da costruirsi si prenda 
una curva conveniente compresa nella equazione Af-+-iVy=o ^ 
ove M ed N sono funzioni della sola a?, e siccome l'altra cur- 

va dev'esser tale, che sostituendovi -^-«f ip luogo di y ne rtsul* 

ti la proposta equazione ; viceversa da questa potrà dedursi la 

M 
seconda curva, se in luogo di — -^ vi si porrà j. Sia data per 

esempip da costruirsi l'equazione del quarto grado 
sr*-i-J^a:*-i-jBa:-i-C=o : prendiamo per una delle <due curve la 
parabola espressa dall'equazione ay=zx*-*-i^, e sostituendo nel- 
la proposta (ay— Jor)* in luogo di x^ avremo l'equazione del 
second' ordine a* j» — aaia7y-i-(-<4-Kè*)iF»-HBa7-4-C=:o, e le inter- 
sezioni di questa curva con la parabola ci daranno le radici del- 
la equazione data. A motivo delle due quantità arbitrarie a, e 
b quella equazione rappresenterà infinite curve, le quali tutte 
potranno servire alla costruzione cercata. Se all'equazione già 
trovata aggiungiamo un multiplo ae dell' equazione' della para- 
bola, avremo un'altra equazione molto più generale , cioè 

{A) a^y^ — aaijpyH-(.4ÌA'*H-^c)ar^H-(5-4-oic)a7— a*cyr»-C=so . 
Se la quantità ^-»-ac è positiva, la curva contenuta in questa 
equazione sarà una ellisse^ se è =0, una parabola, se è negati- 

va, una iperbola; e diventerà un cerchio, se fa=;o, e czza"^-^ » 

poiché l'equazione sarà in questo caso 

• Bx t A\ C 

cioè 

V a da/ \ sta^f \a a«/ 4a* a^ 
ove il secondo membro è il quadrato del raggio del circolo. Se 
facciamo (^zo , avremo la costruzione dell'equazioni del terzo 
grado. Tutte le curve contenute nella equazione {A) taglieran- 
no la parabola ne' medesimi punti; e quindi anch'esse »' incon- 
treranno ne' medesimi punti. Perciò senza timore d'intersezioni 
immaginarie potremo costruire l'equazione data per mezzo di 
due qualunque delfe curve comprese nella equazione {A)\ ni|L 
per più semplicità converrà fare in modo, che una di queste 
curve sia il circolo « 
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Per costituire con questo metodo l'equazione del terzo 
grado x^^^Ax-^-Ezzio, prendiamo Tequa^^ione della parabola 
x^:zzay — bx , e sostituendo questo valore di x^ nella proposta 
avremo axy — bx^-^Ax-^Ezzo^^ ed aggiungendovi un multiplo e 
della equazione della parabola otterremo 

oa:y-»-(c— i)j7"-f-(^-4-ic)ar— acj-i-J5=:o, la qual' equazione appar- 
tiene sempre alTipQfbola. Onde, se per maggior semplicità vor- 
remo adoprare un cerchio, dovremo ridurre la proposta al quar- 
to grado moltiplicandola per x. Avremo così una intersezione 
di più, ma questa sarà facile a riconoscersi, perchè caderà sulla 
origine delle coordinate. Similmente data una equazione qua- 
lunque, potremo spesso averne una costruzione più semplice 
mcdtiplicandola per x ^ o per x^ , o per x^ , ec. Così se avrerno 
una equazione del trentesimo nono grado, essa si potrà costrui- 
re con una linea del terzo ed una del tredicesimo ordine: ma se 
si moltiplica per x ^ si potrà costruire con una linea del quinto 
ed una dell'ottavo ordine, cioè in un modo più semplice del 
precedente, e moltiplicandola per x^ potremo adoprare una li- 
nea del sesto ed una del settimo ordine, e questa costruzione si 
deve reputare ancor più semplice. Ma in generale oltre all' ado- 
prare curve di un ordine il minore possibile, bisogna special- 
mente aver riguardo nella scelta a quelle, che più comodamen- 
te si descrivono • 

lOO. 

Passiamo a veder Tuso di questa tieoria nella risoluzione 
di alcuni problemi . 

Problema!. 

« 

M Date due rette AOy AG (Fig.43), che s'inconttano in 
„ A , trovare un punto M dentro l'angolo OAG in modo, che 
„ tirate le rette MN ^ MO, le quali formino con le rette AO ^ 
,9 AO angoli dati, sia la loro somma eguale ad una retta data 
,9 e f ed inoltre le medesime rette stiano nel dato rapporto di 

Supposto conosciuto il punto M, da esso si tirino le rette 
MP, MQ parallele ai lati dell'angolo datò, e sia MPnAQpzy^ 
MQ^zzAPzzx , Siccome^on dati gli angoli P ed iV del triango- 
lo PMNy sarà data la ragione de* lati PM, MN , che suppam- 



■^i 



»' . ..- 
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go esser quella ài n:a, e quindi avremo MNzn — . Similmen» 

te se m : & è il rapporto dato dei lati QM, MO del triangolo 

QMO, avremo MChz — . Ora per le condizioni del problema 

dev'essere MN\ MOizm : n ; quindi avremo V equazione ayzdbx , 
Ma la somma delle diie rette MN^ MO dev'essere zrc, perciò 

avremo ancora l'equazione — h ^=:c . Combinando questa con 

mnc 



precedente ne ricaveremo arr :., ■ , . 

Per costruire questo valore di x si prenda nella retta AG 
prolungata ^J?=ffi , BCzm , e nella retta AO si prenda AEznn^ 
e tirata la retta CE dal punto B se gli conduca parallela la ret- 

ta -BjP, che incontrerà in F il lato AOy e sarà AF:=z • So* 

Btituito questo valore avremo arrz-^ — : onde se prendiamo la 

retta AGznc^ e la retta AHzrb, ed alla retta GH conduciamo 
dal punto i^ la parallela FP, avremo xzzAP . 

Trovato il valore di a;, per aver quello di y si osservi, che 
a : hzzix : y\ onde presa AT:zza, e congiunti i punti I ed H se 
ad IH tiriamo dal punto P la parallela PQy ssLikyzzAQ. Ades- 
so dai punti noti.P e Q tirate ai Iati dell'angolo dato le parai* 
lele PMy QM, queste determineranno col loro incontro il pun- 
to cercato M , 

Problema IL 

„ Trovare un punto M (Fig.44)j dal quale tirate ai tre 
punti dati Ay B.CÌe rette MA^ MB, MC^ abbiano questa 
,, tra loro i rapporti delle date rette mjUyp „ . 

Congiunti i punti ^ e J? , si tirino dai punti C ed M sul- 
la rfetta AB le perpendicolari CD^ MPy e sia AB^::ut^ ALhzb^ 

CD=x, APzzx, PM=y, AM=z, e quindi BM=^z , 



9> 
99 



m 
CMzz^z. Posto ciò è chiaro che avremo js»=sa:*-i-y> « 

-^7-=(«— ^)^H-y», ^— ^=(*— i)»-i-(c— 5r)a , e da queste ricavc- 
Tom. ì. 34 
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remo Tequazioni (/».»— ;ia)(ja-i-d7a)—i2iaTO*a?-Ha*w*=ro , 
(/»«— /?»)(a:'*-47y*)— acm^j— i&Jm*iF-i-(i»H-c*)w«=:o; onde elìmi- 
Blindo, y ailriveremo ad una equazione in n? del secondo grado . 
Ma possiamo costruire il problema mediante l'equazioni già tro- 
vate , le quali appartengono a due circoli , perchè si riducono 
alla forma 






(firn a \a / cm* \» (^ll!l£ll^f£l 

Si prenda AE^z: , e fatto centro in E il cerchio 

^ ma— »a * 

n ^^ 
descritto col raggio — ^ — sarà quello della prima equazione . Si 

faccia AF:^ , FG perpendicolare ad AB. ed :::: — — -r; 

Yi ATP AC 

ed ircerchio descritto col centro G , e col raggio ^ — ^-rr- sarà 

quello espresso dalla seconda equazione. I punti M. ed M\ ov« 
questi cÌTColi s' incontrano , risolvono il problema. 

Problema III. 

„ Trovare due medie proporzionali tra^ le due rette date 
„ ^J?=a, ^C=J (Fig.45) „ . 

Chiamando x'Sk prima media proporzionale avremo l'equa- 
zione a^'^-aa^^-^o^ Pe^r costruirla moltiplichiamola per x^ ed 
avremo ^*— a^iarizc; prendiamo l'equazione della parabola 
x^zzjiy, che ci darà la curva AM^ e sostituiamo il valore di 
a:' nella proposta . Avremo a*y*-*-a*i«7::::o , ed aggiungendovi 
l'equaisione della .parabola moltiplicata per a^ otterremo 

ofly«— aaia:-4-aaa:a— ««y^iccioè (y— ^1 -i-fa:— --I =:-^ 

■ \ y !^/ \ sà/ 4 

equazione appartenente al cerchio. Si divida pertanto la retta 
AC per mezzo in 17, e dal punto D inalzandogli una perpendi- 

colare DE^n—AB, col centro E e col raggio E A si descriva 

un cerchio: "esso incontrerà la parabola nel punto M ^ dal quale 
tirata una perpendicolare sulla retta AC , questa taglierà la ret- 
ta AP:::zxzz alla prima delle medie proporzionali , e la seconda 
inedia sarà PM • 



i 



»> 
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Problema IV. 

Trovare un punto M (Fig.46) nella pefiferia di un cer- 
„ chio dato, dal quale tirate le rette MA^ MB ^ MC a due 
9, punti dati A ^e By ed al centro C del circolo, siano le tan- 
,, genti degli angoli AMC, BMC nel dato rapporto min „ t 

Si conducano pel centro C le rette AC, BC^ e dal puntò M 
ai tirino ad esse parallele e perpendicolari le rette MP ^ MQ; 
MRy MS: di più dal punto B si tiri sulla retta AC la perpen- 
dicolare J50, e sia AC=a, BC=b, CO=c, ed il raggio CMdel 
dato cerchio =r. Si faccia AC:CMz2CM:CFyBC:CM=CM:CG, 

cioè CFzz—y CG:=2^ , e condotte le rette MF, MG sarà l'an- 
a o ■ 

golo AMCzzCFM , e l'angolo BMCzzCGM . Ora avremo 
taag.CFAf:tang.JlfPil=PjR:FjR, e 

tang.CGAf:tang.AfQ5(=tang.AfPi?)=C>5:C5, e quindi 
tang.CFiIf:tang.CGM=PjRxG5:Fi?XQ5; ond^ pen; le condi- 
zioni del problema avremo l'equazione tnFRy^(^S^:uiPRy(fiS .. 
Si osservi che BC. COrzMP : PB=zMQiQS, ^loè, chiapnando 

CR X ed MP y , PB=^ , Q5=:-y , é perciò FR=z—^^^~^, 
GSzzrrr'i — :^-T — . Sostituendo questi valori avremo 



aibny^^''^c{m^n)xy''-^mx^-'¥^nr^y'^mr^xzso (A) . 
Siccome abbiamo due incognite, convien trovare un'altra 
equazione , e questa ci verrà data dal circolo . Infatti abbiaipo 

BC:£0=MP:MJ?==2klÌ!i:£!l, e sostituendo i valori di 



CRy e di MR nella equazione al circolo CR^-^-MR^^zr^ avre- 
mo b^x^-^Tibcxy^^h^y^iidb^r^ . Col mezzo di questa possiamo 
eliminare y dall'equazione {A)^ ed avremo una equazione in x 
del quarto grado, che costrutta ci da/à i valori di x . Ma senza 
eseguire questa dltminazìo ne, basta costruire l'equazione {A) ^ 
che appartiene all' iperbole, e le intersezioni di essa col circolo 
ci daranno i punti M richiesti . 

A questo problema si riduce l'altro, in cui si cerca un pun- 
to M tale (Fig.47), che, tirate le rette MA, MB a due punti 
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dati, siano le corde MC, Me eguali. In questo caso avremo 
mrzn^ e l'equazione (^) diventerà y«—a7"-#--wy— — xzso . Co- 
strutta Tiperbola MM* di questa equazione , e l'iperbola oppo- 
sta M"M'\ i punti M , M\ M'\ W\ ov'esse tagliano il cir- 
colo, soddisfanno egualmente al problema. 

CAPITOLO XIV. 

Delle curile trascendenti • 

IDI. 

X; inora abbiamo parlato delle curve algebraiehe , passiamo 
adesso a dir qualche cosa delle trascendenti . Ogni curva sarà 
trascendente 9 quando nella di lei equazione l'applicata y sarà 
una funzione trascendente dell'ascissa. Abbiamo considerate al- 
cune funzioni trascendenti, cioè i logaritmi, le quantità espo- 
nenziali, e quelle che dipendono dal cìrcolo; onde se nella equa- 
zione di una curva si troveranno in qualunque modo alcune' di 
queste funzioni, essa non sarà algeHraica, ma trascendente. 01* 
tre le funzioni logaritmiche e circolari, che possono riguardarsi 
come le più. semplici trascendenti, ve ne sono infinite altre, 
l'origine delle quali si ritrova nell'Analisi degl'Infiniti . Quindi 
noi non potremo che dir poche cose sulle curve trascendenti, 
fin dove arrivano cioò le nostre cognizioni sulle funzioni tra- 
scendenti . 

Alcune volte la curva non è algebraica, quantunque nella 
di lei equazione non vi sia apparentemente alcuna funzione tr»» 

scendente. Tale sarebbe l'equazione yzziar , dalla quale non 
si può in alcun modo con operazioni algebraiehe togliere l'irra- 
zionalità ; onde non può ri porsi tra le curve algebraiehe • Ma 
per mezzo di operazioni trascendenti, cioè de' logaritmi, si potrà 
risolvere questa equazione, poiché sarà log.yti|/'alog.;^, e quin- 
di ad ogni valore di a? troveremo il valore corrispondente di 
log.j, e tornandq^dai logaritmi ai numeri anche quello di j. 

Così pure dovremo riporre tra le curve trascendenti quel- 
ita nell'equazioni delie quali gli esponenti delle variabili saran- 
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rio immaginar]. Per esempio Tequazione -vrzar "^ .^x"^'^ 
appartiene ad una curva trascendente; lo che apparirà più chia- 
ramente , se osserveremo che e "^^ -fr-c"""^^'^ =:2C08, v ; on- 
de facendo e ^zx, ed vizlog.a?, avremo y=2co8.1og.a7, e la cur- 
va sarà doppiamente trascendente, perchè dipenderà e da^ loga- 
ritmi , e dalle funzioni circolari . Ma siccome queste curve appa- 
rentemente non trascendenti si riducono ai logaritmi ed alle 
quantità circolari, esaminiamo le curve che da queste funzioni 
trascendenti immediatamente dipendono. 

Sia data in primo luogo la curva espressa dalla equazione 

log.~ = ~> alla quale si dà il nome di Logaritmica. Passando 

^ X 

dai logaritmi ai numeri avremo y::zae , dalla qua? equazione 
apparisce , che le ascisse x crescendo in progressione aritmeti- 
ca , le applicate .y crescono in progressione geometrica. Prendia- 
mo (Fig.48) la retta AP per asse, ed il punto A per origine 
delle ascisse, e primieramente sarà nel punto A l'applicata 
ABtza , poi alla destra del punto A le applicate anderanno sem- 
pre crescendo, e sempre diminuiranno alla ministra del punto A 
in modo, che Tasse Ap sarà asintoto della curva. 

Si può facilmente tirar la tangente a questa curva; infatti 

X 

essendo l'ordinata PJY/=:a6 , se si conduce un'altra applicata 
P'M" distante dalia prima della retta PP'^zu, saiù 

X^^U X'-f-'U X X u 

riWzzzae * , ed 3rQ=:ae ^ -^e* =ae* (e* —i) . Se per 
i punti M ed M' facciamo passare una retta, che incontri Tas- 
se in r, avremo PV : PMzzMQ : QM' , e quindi 

JPT^z-JL^ =z 1 — . Ma se il punto P' cade sul 

ò b 2Ò^ 6ò* 

punto P, cioè se w=o, la retta MT incontrerà la curva nel so- 

lo punto M y e ne sarà tangente : dunque la sottangente PT sarà i 

^=-j- =:& , cioè costante, e questa è la proprietà principale della 
logaritmica. 
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Se l'equazione di una curva conterrà quantità esponenzia-' 
li , converrà ricorrere ai logaritmi per costruirla . Cosi data l' e- 

quazione yrrx , avremo prendendo i logaritmi log.y=:j;log.a? ; 
onde da ciascun valore di x ricaveremo il valore di log.j, e poi 
quello di y. Alcune volte non è così facile il costruire la cur- 
va; come se fosse data l'equazione a:*^=z;y 9 poiché prendendo 
i logaritmi non guadagneremmo niente. In primo luogo è chia- 
ro, che possiamo soddisfare a questa equazione prendendo j:^:^, 
lo che indica una retta inclinata all'asse ad angolo semiretto; 
ma ciò non esaurisce l'equazione, poiché essa sussiste anche 
preso j=:a , ed a'=:4> ^ viceversa jcr4, ed crzra. Per trovare le 
altre parti , che oltre la retta son comprese nella equazione fac- 

Clamo yzzux , ed avremo x ^zu x , cioè x :zzu , e quindi 

I u 



"""' , ed yzzu^ * . Dando pertanto diversi valori ad u ne 
ricaveremo il valore'di x ed il corrispondente di y, 

Venghiamo alle curve, che dipendono dal cerchio, ed in 
primo luogo esaminiamo la linea dei seni, Ja di cui equazione 

è jczaArc.sen.— , cioè l'applicata è proporzionale all'arco di 

e 

cerchio, che ha — per seno. Siccome ad un medesimo seno cor- 
rispondono infiniti archi, cosi ad ogni valore dell'ascissa x cor- 
risponderanno infiniti valori dell'applicata, e se u è il piii pio- 
colo arco che abbia — per seno, e p rappresenta la semiperife- 
ria del circolo , i valori di y saranno i seguenti : 

au, a{p*^u), a(2/7-Hi/), o(3p-TM), a(4/7*4-z^), ec. 
— a(p'-H^y — a(2/7— z^) , — a(ip"¥u) , -r«(4/? — ^ , ec. 
Presa adunque (Fig.49) la retta BAC per asse, ed il punto A 
per origine delle ascisse, al punto A corrisponderanno le appli- 
cate AA-rzap^ AA'^:=2ap^ yf^"'i=3ap, ec. Aa:siapy Aa^:=^fiapy 

ec. E se si prende un punto qualunque P in modo, che sìa — - 

il seno dell'arco u, sarà PMtnaUy PM'zza(p^zzAA^PM , 

PM"=a{2p^u)=AA"^PM,ec., Pm=za(p^u)=:Aa^PM y ^ 
Pm!zza(2.p^u)zzAa'^PM 9 ec. Onde apparisce, che la curva sa- 
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rà tutta comporta di porziOi^i simili e<J eguali AE'A\4^J^'4-\ec. , 
Aeay ae'a\ ec. I punti E, E\ E\ ec, e, e', e'\ ec. cqm?pont 

deranno alle ascisse ACzzABzizc , e sarà CE=:Be=:— , 

CE"=zBe"=:^ , ec, Ce'r=BE'=^, ec„ in modo che le di- 

Stanze £J5J", ^«', JEJ'e, ce", ec. saxaono tutte zza,ap. 

Uxik liguri «iuiilc ai tre veri f 1:1 k lìnea de' coseni, che ha 
per equazione ynArc.cos.a?, ma affatto diversa e compósta d'in- 
finiti rami sarà la linea delle tangenti espressa dall equazione 
j:=Arc.tàng.a7. Ma siccome si può facilmente dalle proprietà 
delle tangenti dedurre la figura di questa curva, e di quella 
delle secanti, che ha per equazione yzz Are. seco?, passiamo a 
considerare una curva più celebre , alla quale è st&to dato il no-* 
me di ciclòide. 

Scorra per la retta E A (Fig. So) ruotandosi un cerchio; il 
punto jD del suo diametro descriverà una curva DD\ Sia in 
principio il diametro AB perpendicolare alla retta E A , il rag- 
gio del cerchio zza , e la retta CZh^A ; poi muovendosi il cer- 
chio sia giunto nella situazione A^RB\ e sia adesso A^GD' la 
posizione della retta ACD, è JD' in conseguenza un punto 4ella 
curva. Posta la retta AQzzaiSy sarà l'arco A'Qziaz^ e l'arco 
QB'ziyi(p-^z) , e z, jp— jg; gli archi corrispondenti nel cerchio, 
che ha il raggio =:i . Quindi tirando D'P perpendicolare in P e 
P' ai diametri AB e QJR. avremo D'P'=ubsen.z , C'P'zz— ^cos.2 , e 
chiamando DPx^e PD'y otterremo ^rzzA— Acos.z^ yzzaz^^ten.z y 

ed eliminando z^ 3^zzp/(aJar— ^'^)-*-aArc.sen.-i—i — ^ ^ K 

Se prendiamo l'origine delle ascisse nel centro C facendo 
CPznzbr^xzzt y Tequa^àone della cicloide sarà 

yzq/(i^— ^^)-4-aArc.cos. y. Se izza, avremo la cicloide or^i/ia- 
riay la cicloide allungata se i<a, e la cicloide accofcìata se 

Il cerchio ACB (Fig.Si ) invece di ruotarsi sopra una ret- 
ta, si ravvolga adesso sopra un'altro cerchio OAQ; il punto D 
preso dentro o fuori del cerchio mobile descriverà un'altra cur- 
va, che si chiama Epicicloide. Sia il raggio O^del cerchio im- 
Hiòhile =:c, il raggio CB del cerchio mobile zza, e la retta 
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CLh^bf e prendiamo per asse della curva la retta OACBDy ove 
cadono i punti O, C, J9 in una data situazione del cerchio mo- 
bile. Adesso movendosi questo cerchio giunga nella situazione 
A'RB'Q, A^D' sia la posizione della retta AD^ ed il punto D 
cada in D' in modo, che sia CD'zzb. Tirate JD'P, CM perpen- 
dicolari all'asse, e C'iV perpendicolare a D^P; sia z l'arco AQ 
descritto sul cerchio immobile, sarà ancora A'Qzzz , e V angolo 

AOQ=j. e quindi 0'j»f=(a-Hc)sen.-.L'angoloi?C'D'= all'an- 

golo A'CQ=j , e l'angolo NCRzz all'angolo AOQ=j,e per- 

ciò l'angolo NCD'=^^^, e quindi U Nzzbien.^^z , 
^ ac ^ ne 

Aie 

C'iVirricos. z . Onde, se chiamiamo OP x, e PD' y avremo 

ir=r(a-M:)co8.— -4-ÌC08. z. ed yzrfo-i-cìsen. — i-ftsen. z . 

Se — sarà un numero razionale, eliminando z giungeremo 

ad una equazione algebraica tra x ed y. Sia per esempio c=:a» 

ed avremo am2acos. — h-^cos. — , y=:2asen. — H6sen. — e prea* 

a a ^ a a ^ 

dendo i quadrati di J7 e di y otterremo 
a?«H-j'*=r4«*H-i*-»-4«Jco$.-- . Da questa equazione ricj^iviamo 

2 ara-f-y»— 4«*— ^* a2 a * •• 

COS.— =: ^.:- -7- , e COS.— =2C0S. — —I 

a 4ab a a 
= ^^-^ l3Z-_j p 1 — i e so&tituendo que- 

sti valori abbiamo 8a»Aa?=(x»-f-y»— aa*—Aa)a—4a2(a»-i-ai») , 
la qual' equazione appartiene ad una linea algebraica del quart' 
ordine. Negli altri casi, ne'quali e non è commensurabile con 
a, l'epicicloide sarà trascendente. Se prendiamo a negativa, il 
cerchio mobile caderà dentro l'immobile, e la curva che ne na- 
sce , SI chiamerà Ipocicloide. Preadendo e infinita avremo il ca- 
so trattato della ciclòide. 

Passiamo in ultimo alle linee spirali ^ così dette, perchè 
per lo più si ravvolgono con infiniti giri intorno ad un punto 
'Asso C (Fig. 53), come centro. Queste curve si esprimono co- 
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tnodamente per mezzo di una equazione tra la distanza CM di 
un loro punto M dal centro C, e l'angolo ^CJVf,*che la retta 
CM forma con una retta \/4C data di posizione. Fatto T angolo 
ACMzzUy e la retta CMzzz, se prendiamo l'equazione sempli- 
cissima znau y^ essa apparterrà alla spirale Archimedea , così 
detta dal suo inventore Archimede , L'angolo u che determina 
la posizione della retta Cil/può esprimersi in infinite maniere, 
le quali sono u , 2p-¥'U , ^p-^-u , 6/7-hm , ec. , — ^.p-k-u , — ^p-^u , ec. 
«d a queste corrispondono infìniti valori di z^ cioè au^ a(2p^u), 
a(4p'^u)y ec, — fl(2/?— m), — a(^— «), ec. La posizione della ret- 
ta CM si mantiene la medesima anche per gli angoli p-^u^ 
dp-é-u, Sp-^u, ec, ^"p-^u, ^Sp^^Uf ec ; nja i valori di CM so- 
no allora negativi: onde ai precedenti valori di z conviene ag- 
giungere anche questi, — a{p'^u) , — fl^(3j7-«-w) , ec. , a{p — tt), 
a(3p — u) , ec Quindi posto l'angolo wrzo apparisce che sarà 
^Fig.Sà) CA:zzAA'z=.A'A'^zzec. zizCazzaa'zz te. zuap. Se fac- 
ciamo wir^^, vedremo che sulla retta CB perpendicolare ad 

AC cadono i punti doppj C, B ^ B\ ec*, i, h\ ec , cioè vi s'in- 
tersecano due rami di curva, che nel pùnto C la curva tocca la 
retta AC^ ed i due rami della spirale si ravvolgono intorno al 

punto C in modo, che CBzn—ap, e BB'zzec?=iBbz=bb^^zec.:=z2.ap. 

Posto l'angolo aCNzzu, e quindi l'angolo ACN:=zp — w, vedre- 
mo che i valori di CN , CN'y ec. Cn^ Cri\ ec corrispondono 
esattamente a quelli di CM, CM'^ ec Cm, Cm\ ec. , e quindi 
la porzione di curva situata alla destra della retta CB è simile 
ed uguale a quella, che è posta dall^parte sinistra della mede- 
sima retta. 

Le altre spirali prendono il loro nome dalla somiglianza 
della loro equazione con quella di altre curve nominate. Cosi 

la spirale espressa dall'equazione «=— è stata da Giovanni Ber-» 

noulU chiamata la spirale iperbolica, perchè la di lei equazione 
è simile a quella dell' iperbola tra gli asintoti. La curva che ha 



per equazione i/zrWog.— si chiama la spirale logaritmica. La 

retta CM (Fig.53) tirata dal centro alla curva la incontra sejn- 
pre sotto il medesimo angolo^ Condotta un'altra retta CM' , 
Tom. /. 35 
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col centro C e col raggio CM descritto l'arco di cerchio ML 
sia M'Lzztx avremo 

i«H-aDg.MCAf'=M-H :=Alog.^^=ilog. — H-Alog. riH-— j e 

quindi =:^| — — — r-f-r: — — ec. I, ed 

-^J I.L- — -»-- — **-ec.) . Quanto sarà minore la retta MX, 
M'L V az òza / 

ML 
tanto più il rapporto — ,y anderà accostandosi al valore della 

tangente dell'angolo MM'L^ e non lo esprimerà esattamente, 
che quando sarà M'Lzzo . Facendo adunque tzzo avremo la 
tangente dell'angolo il/ikfX=:i, e perciò quelFangolo costan- 
te . Acciò divenga zi^o roiivien che sia 2/=— co ; quindi la spira- 
le logaritmica dalla parte superiore AM va estendendosi all'in- 
finito, ma dalla parte inferiore va sempre accostandosi al punto 
C, al quale però non giunge, che dopo infinite rivoluzioni, cioè 
non vi giunge mai. 

CAPITOLO XV. 

» 

Delle superficie curve ^ e delle curve di doppia 

curvatura. 



IOi2. 



VJome nelle linee curve dal valore di una retta perpendicolare 
ad un'altra retta data di. posizione si comprende, quanto da 
questa retta la curva si allontani; così per conoscere la situa- 
zione dei diversi punti di una superficie curva converrà sapere 
il valore della distanza di ciascun punto da un piano dato di 
posizione, dal qual valore si vedrà quanto la -superficie dal dato 
piano si discosti. Sia questo piano quello della Tavola (Fig.54) 
e da ciascun punto iVf della superficie si tiri al piapo lina p^r*' 
pendicolare MQ\ questa ci darà la distanza del punto M dal 
piano. Ma ciò non basta per determinare la situazione del pun- 
to iW"j convien di più sapere a qual punto d«l piano corrispon*^ 
de il punto Q. Per determinar ciò si prenda nel piano a piacer» 
una retta AP^ e dal punto Q se gli tiri una perpendicol^e ^P. 
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©ra se, preso un punto fisso A della retta AP ^ conosceremo il 
valore delle rette QAf , PQ, AP , sapremo il luogo del punto M. 
Quindi è cìiiaro che a rappresentare una superficie sono neces- 
sarie tre coordinate AP{x), PQiy), QM{z). L'equazione di una 
superficie doTtà iftsàere adunque orz ad una funzione delle tre 
variabili Xy y /^ , dalla quale il valor d'i it sia dato per ^ ed j. 
Onde prese AP e PQ ad arbitrio, se inalberemo al piano nel 
punto Q una perpendicolare QM eguale al valore di z datoci 
dàll'equaziolie per le rette AP e PQ , il punto iVf sarà nella su- 
perficie . 11 piano BAC, in cui son situate le coordinate APziix^ 
(^ PQzny , lo chiameremo in seguito per più brevità il piano del- 
le X ed y\ il piano 5^C alzato pprpendicolarwente al primo 
sulla retta AC sarà il piano delle jf e z; ed il piano SAB per^ 
pendicolare al primo, ma alzato sull'aj'se AB delle y , si dirà il 
piano delle jy e «, perchè su questo piano caderebbero le y e le 

;2r , se ad esso si riferisse la superficie . 

>^ 

io3. 



Vediamo come in questo modo si trovi l'equazione di alcu- 
ne superficie più note , ed in primo luogo consideriamo un pia^ 
no (Fig. 55 ) , l'intersezione del quale col piano delle x e delle y 
(che sarà sempre per noi il piano della Tavola) sia la retta BEy 
la quale formi con l' asse delle x l'angolo ABE^zza^ e sia AB^za, 
Da un punto- qualunque JJf preso in questo piano si tiri sulla 
retta BE la perpendicolare ME '9 congiunta QE sarà anqh'essa 
perpendicolare a BE, e l'angolo MEQ misurerà T inclinazione 
del datò piano Con quello delle x ed j, la quale chiameremo (?, 
Dal punto Q si tiri QC parallela a BE , e dal punto C si condu* 
ca Ci?' paraMek a QE: sarà <p>P=rPCtaflg.a, cioè 

'> =i(a— ^— jBC)tanc.a, BCziz— — , QE:n:': ^n: 3- , e quin- 

•^ ^ / » '. geo.» ^ tang.p taiig.p ^ 

di yzzla — a:— -r- nftaqE.a. cioè 

• -^ V sen aXtang.^/ ■& *• 



N 



fz=(a— a;)sen,aXtang./3— ^cos.atang.j?; é facendo 

osen.aXtane.^=:è, — -izc, zize , avremo z=i-+<rjr-*-^r . 

'^ a tang a -^ 

Ogni equazione adunque, nella qual-e le variabili non superano 

.;la prima dimensione , apparterrà sempi^ ad un piano. 

Sia A il centro di una sfera (Fig.^54),. la distanza AM di 
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un punto qualunque M della di lei superficie al centro A egua- 
le al raggio a della sfera: ma ^i>f=p/{x*^ja -!-«*); dunque 
l'equazione della superfìcie sferica sarà a7*-f-y»-*-«'*rza* . 

Sia A il centro della base di un cilindro retto posata sul 
piano della Tavola; è evidente che le perpendicolari MQ tirate 
da tutti i punti della superficie caderanno sulla circonferenza 
della base. Quindi, chiamato a il raggio della base, l'equazio- 
ne della superficie cilindrica sarà a7*-«-j*z=a^ , / 

Situatd la base di un cono retto sulla Tavola, ed il 9entro 
di essa in ^, se da un punto qualunque M della superficie si 
lira sulla base la perpendicolare MQ, sarà AQp^/^x^-^y^) il 
raggio del cerchio parallelo alla base, e corrispondente al pun- 
to M . Ma questo raggio sta a quello della base che chiametemo 
a, come l'asse del cono, che diremo b^ meno la distanza Q^M 
all'asse medesimo. Quindi l'equazione della superficie cònica'^ 
snrà a*(t— z)*=A^(a?*-f-y*), e prese le coordinate dal vertice del 
cono, ed il piano delle x ed y parallelo alla base, l'equazione 
sarà a^z^'=d}^{x^'^y^). Di qui abbastanza apparisce, come dal- 
le date proprietà di una superficie si possa ricavare la di lei 

equazione • . 

^ 104. 

Data l'equazione di. una superficie (Fig.56) tra le coordi- 
rate AP{x), PQ(y)t QM(z), se in luogo delle coordinate AP , 
PQ vorremo prendere le CP'(x')y P'Q(y') situate nel medeaimo 
piano, facendo CAzzc, e l'angolo PCP'zza avremo 
xzzc — ìt'cos.o— y'sen.a, yz=ycos.a— jp'sen.a. Se adesso vogliame^ 
passare dalle coordinate CP', P'Q, QM alle coordinate CP\ 
P'Q\ Q'M, ove P'(y è presa in un nuovo piano CFQ', rincli- 
nszione del quale siiì piano della Tavola, cioè l'angolo Q'P'Qè 
=1'?, e ponghiamo CP'=t, P'Q'ztu, Q'M=zr; condotta QR per- 
pendicolare a P'Q, e Q'S perpendicolare a QM, avremo 
P'Rzzucos^ , Q'jRzzttsen.^ , SM=rcos.^ ^ Q'5=rsen./? ; onde 
rc'ir^, yi=Mcos.(?— rsen.|?, «rz/isen.^H-rcos.j?. Sostituendo i valo- 
ri di or' e di y' in quei di or e di j avremo 

rrzrc— ^cos.a— Msen .«X^os .^-h-rsen.aXsen.]? , 
yzzucos.a'^cos.^ — rcos.aX*^*^'Ì^"*'8en,a, 
afTzasen.^-Hrpos,^. t 

Posti questi valori nella equazione della superficie a v«<^'"<> 
l'equazione della medesima tra U coordinate CP' , P'^«^"%-^^' 



D' ALGEBRA P. IL 377 

Adesso nel nuovo piano potremo variare la posizione delle coor- 
dinate CP\ P'Q^ 9 ed otterremo l'equazione generale della su- 
perficie riferita a. qualunque piano. Ma qualsivoglia permuta- 
zione dì coordinate si faccia, nella equazione della superficie si 
manterrà sempre il medesimo numero di diniensioni, clie 3Ì tro- 
vava in principio neirequazione tra a?, j, e z. Questa costanza 
di dimensioni ci somministra ilmodo di dividere le superficie 
in ordini , l'ordine eisetido' eguale alla massima dimensióne , che^ 
neir equazione della superficie formano le variabili. 

Alcune volte torna conto di rappresentare le superficie per 
la relazione, che passa tra la retta AM (Tìg.54) che da un pun- 
to qualunque M va ad un punto fisso A, tra l'angolo MAQ 
che la retta AM foimsi con un piano fisso APQ, e tra l'angolo 
QAP che nel medesimo piano 'forma la rètta AQ con una 
retta -^4P data di posizione. Se si pone la retta AAhziry Tan- 
golo PAQpzp^ e l'angolo QAMzziq ^ data l'equazione tra le 
coordinate AP^ PQ^ QM » se ne ricaverà facilmente l' equa- 
zione tra le variabili r^ p^ q. Infatti MQ^^^nrrrsen.^', 
AQzzrcos.q , APzzxzzÀQcos.pzzrcos.p^cos.q, PQpy 
i=:^Q8en./?r=rsen./?Xco«.y . Viceversa data l'equaj&ione tra r, /?, 
e f, se ne dedurrà quella tra a?, j, e», se ai porrà 

r=L/(a72-f.ya-f.z*), sen.fl'zz-- f 1 — , e sen.z^zr ^ ■ . 

io5. 

S^ nett;vaIori precedenti di x, y^ e a espressi per t,Uyed r 
facciamo mzQ, avremo 

arirc— ^cos . a— «sen . «Xcos..^ , \ 

y=iMCOS.aX<5«8-i'""'sen.a , 
i?rr3/sen,/?, 

i quali valori sostituiti nella equazione della superficijs ci da- 
ranno una equazione tra t ed 1^ . Ma se facciamo (Fig. 56) 
MQ'zzizzio abbiamo i punti della superficie , che sono situati nel 
piano CP'Q': dunque quella equazione tra ^ ed m apparterrà a 
tutti i punti della superficie che sono nel piano CP'O' , cioè al- 
la sezione che nella superficie forma il piano CP'Q' . Abbiamo 
così la maniera di trovare quali curve siano formate nelle su- 
perficie dai piani, che in qualunque modo le taglino, lo che 
giova assai per la cogniitione delle superficie curv« . 
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Nella superficie sferica abbiamo x^-i^^l-^z^tìza* i cltinque 
r equazione della sezione sarà 

/0+.M*— acft*os.«— :2cwsen.AX^as./?4^a^::^a ^ .. 

fa quale appartiene al cerchio , come Vfetiretiio facendo' ' - 
t^/7-^cct>S.aVJ^^-^^seri.a>iJr'ofe./?, perchè àllo^ quella équazio- 

ro diventa o^-*-Q'^:=A"-r-c"sen.a?Xsen./?* . Il raggio dì duesto 

cerchio sarà |/(a*— <:2se^.o^?Xs^«•P*)> ^^^ "di l*ii centro si tro- 
verà ove tzzccos.a , ed uzi^csexì.a'X^cos,^ . Se sarà a<c5en.aX8en-^, 
il Taggi<) diventerà immaginario, ed il, piano non incontrerà la 
sfe'ra. Se flczcsen.aXseu»^» il raggio sarà zero, ec^ il piano iu- 
contreià la superficie in un sol puqto, cioè, sarà tangente di essa. 
La superfìcie; jciJfndrica ha per equazione a?*-+-j*=a^ ; quin- 
di l'equazione dèll^ sezione sarà <, 

^^-Ku» co^.^''— ac/co^.^''-<iCi/san.<*Xcos.^-4-c*=:wt** , 
la quale posto fti=p-f-(^co8.a, wrry-M: g diventa 

jf;3.4.^^aeos./?^*rrflf*> equazione deir ellisse. Se (?sro, cioè se il 
piano secante è. parallelo alla. ba$e , questa ellisse divelta un 
c(*rchia dell'equaedone j&^-HjF^s^a*, cioè un cerchio eguale alla 
base. Secosj^^ro,- cioè se il piano è perpendicolare alla base, 
abbiamo T equazione ^*— ac^cos.ania*— e* ,^.c^ioè 

/z=:ccos.ad=|^(a» — c^sen.a^); la quale ci dà due rette perpendi- 
colari alla base se o>csen.a, una sola retta se arzcsen.a, e. ci 
mostra che il piano non incontra la superficie se a^csen.a, cioè 
5^U1 ràggio della base è minore della diitanza del piano dat cen- 
tro della ba«e . 

L'equazione a^(i— 5?) *=:ia(a?a-i-y a) della superficie del co- 
no retto ci darà per 1* equazione della sezione 

/ r a^ 77 \ io asserì. S\ 

/^^z^Meoa.p--— senapa J-2C^cps.a— 2(1*1 c^en.^ 7 — -\ 

0*4 j ] ' b ' 

^uesta, equazione appartiene alla parabola se tang.^z::— , cioè 

jre l'angolo d* inclinazione del piano secante è eguale all'angolo 
che forma un lato del cono boti la base; all' Iperbola st 

tang.;?>—, ed all' ellisse se tang^/?<— . Questa ellisse diventa 

un cerchio se tattg.^rso, cioè «e il piano secante è parallelo al- 
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la base <. Inoltre quella equazione si ici&V|l.v!9 i'i ^^^ fattori, razio- 

7 

nali, quando taiig.jSrr , cioè quatidt) il piano secante pas- 
sa pel vertice del cono . Questi du^e ffittori seno 

.t-^/ia^ — p^sen.aa) i .■. 1 )— ccos.airo, 

e ci danno due rette, le quali s'intersecano nel vertice del cono 
quando /j>csen.a, ed una sola rett^ qviaado arrcsen.a. Ma al- 
lorché a<ZC8en,€b y quell'equazioni no n pos sono su6,sistere qhe 

nel caso di fzrccos.a, ed ^*:;q/'(A^.4-c?fSfn.«<^) „. <q x^i 44»z)P. up 
pujìtoisQlo, che è. il vertice; .del cpno, !Éoiw.bi.na tutto questa 
con ciò che altronde sappiaoìo delle sezioni coniche. , 

io6. 

Supponghiamo adesso che una superficie cu,r va sia tagliata 
da un'altra su:{)<erficié curva, I4. seziona non s^irà <piìi situata ia 
un piano, e gi .chiamerà perciò una line^ di doppia ciénMUura^i 
e per esprimergli natura di questa curva non ba,s4i^aanor.du0 
sole coordinate, cjorne quando la curva è tutta in i^n piano, uì«a 
saranno necessarie tre coordinate . Una equsLzion^ tra t.re. coordi- 
nate-aon appartiene alla sola curva di doppia curvatura , ma a 
tutti i punti della superficie, in cui essa è riposta. Neilà^iìiipep- 
fioie la i^Q=y ( Fig. 57 ) può esser qualunque; nella curva di 
dop^iia curvatura la FQ dev'esser tale,, che corrispoeda -alle per- 
pendicolari zzzMQ tirate dai soli punti delia eurva, m^tì alle 
altre tirate dagli altri punti della superficie. Quindi neri ^^lo 
la z dev'essere una funziane dì a? ed y; ma anche la y dev'esse- 
re una funzione di a;. Perciò per la curva di doppia curvatura 
devoAo esser dat^ due equaziopi tra a?, j, z, che saranno quel- 
le delle dae si^pexfieie che >i. t^^iano. Infatti siccome i punti 
della eurva sono comuni ad an^be le superficie; cosi peu questi 
•punti devono aver luogo insieme r©qu9^ioni delle due superfi- 
eie. Se dalle di;e equazioni tra x, y, z eìiniineremo la z avre- 
mo una equazione tra ^ ed y , la quale ci darà il rapporto tra 
AP e PQ. Questa equazione rappresenterà una curva QR nel 
piano delle ^ ed j, da cias<y;n punto Q della quale tirata al 



.,*-<' 

^ 
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piano una perpendicolare QM eguale al corrispondeni;^ valore 
di 2;, il punto M sarà nella curva di doppia curvatura. 

La curva QRy che è la traccia di tutte le perpendicolari ti- 
rate sul piano PAP dai punti della linea di doppia curvatura, 
si chiama la projezione di questa linea nel piano delle a? ed y. 
Se eliminassimo x invece di Zy avremmo una equazione tra y e 
«, che esprimerà la proiezione Q'i?' fatta nel piano P'AS delle 
y e z. Così pure eliminando y avremo l'equazione della proje- 
zione nel piano PAS delle x e z. Due projezioni QR , Q'I?' co- 
nosciute bastano per determinare la linea di doppia curvatura; 
poiché presa APzzx , PQ ci darà il valore di j, e prese AP'zrPQ, 
P'Q^ ci darà il valore di z: o sia prese PQ ed AP' eguali, e dai 
pnnti Qe Q^ inalbate .ai respettivi piani le perpendicolari QM, 
*Q'^9 es^? s'int'Ontreranno nel punto M della linea di doppia 
curvatura; 

Date adunque due superficie espresse con le medesime • 
coordinate x, y, e z^ le quali si taglino , per determinare la se- 
zione si elimini la z dalle due equazioni, e si avrà l'equazione 
della projezione QR della cercata sezione. Se questa equazione 
fosse impossibile, com'è la seguente a7*-Hy*-i-a*:=ò, ciò sareb* 
be un segno che le due superficie mai non s'incontrano. Se la 
projezione si riducesse ad uri punto, ciò indicherebbe che le su- 
perficie si toccano nel punto corrispondente. 

Quando due superficie curve si tagliano, la loro sezione è 
per lo più una linea di doppia curvatura; può darsi però qual- 
che volta, che questa sezione sia una linea di semplice curva- ' 
tura, cioè che sia tutta situata in un piano. Per giudicar di ciò 
si elimini la £ 4.^ upa dell'equazioni delle due superficie, e 
dall'equazione /nz-+-/iar-h/?y-i-jri=o di qualunque piano, o sia si 

sostituisca in quella equazione ^ % in luogo di fi?, e si 

osservi se determinate in qualche modo le quantità m^n^p, e 
^r l'equazione trovata tra x ed y sia F equazione tnedesima del- 
la projezione QR. Se ciò succede, la sezione sarà tutta situata 
nel piano assunto: altrimenti là sezione sarà una linea di dop- 
pia curvatura . 

Si cerchino le intersezioni di due superficie sferiche espres- 
se dall'equazioni :r*-4-3ra^2;si3i:fita^ (i-i-a7)a-t-(cr-i-y)*-t-(e-4-2j)*=^^. 
Eliminando z avremo l'equazione 
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ove r9::zf^^a^'^b^ — c*-f-c^ . Se adesso nella equazione- 
a:a-Hy*-Hs*=a* sostituiamo u valore di «= *■ avremo 



Questa equazione si rende affatto simile alla precedente, se si 
prende*m=:ae, nzua^b ^ pzz^c y qzz^r* : dunque la comun sezione 
delle due superficie sferiche cade in un piano, che ha per equa- 
zione a^z-»-aJjc-*-acj— r*i=o. 

Sian date Tequazioni fl»(J-.2;)>=:J"(^«-f-y*) della superfi- 
cie del cono retto , e (c-Hx)»-*-(rf-Hy)»=c^ per la superficie del 
cilindro retto; la seconda equazione sarà la medesima che la 
projeztone nel piano delle a: ed y . Ora se sostituiamo il valore 

di «z=— ^^^^t^^^^ Xieir equazione della superficie corficft, a- 
vremo 

Ma qualunque valore si dia ad m,n,p, e q y questa equazione 
non diventa mai quella della projezione; perciò la sezione del- 
le date superficie cilindrica e conica non è situata in un piano, 
ma è ima linea di doppia curvatura . 



Fine del Tomo Primo . 
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